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Ozet — Sabit nokta teorisi, bircok ¢alisma alaninda incelenen ve uygulamasi arastirilan bir konu haline
gelmistir. Matematigin analiz, topoloji, uygulamali matematik gibi bir¢ok ana bilim dalinda sabit nokta
teorisi ile ilgili ¢aligmalar karsimiza gelmektedir. Metrik sabit nokta teorisi de, sabit nokta teorisinin metrik
uzaylar lizerinde ¢esitli ¢alismalarini veren bir dalidir. Metrik sabit nokta teorisi Stefan Banach zamanindan
beri yaygin olarak calisilmaktadir. Banach sabit nokta teoremi, tam metrik uzaylar {lizerinde daralma
fonksiyonu kosulunu saglayan bir fonksiyonun sabit noktasinin varligin1 ve tekligini veren bir yontem
sunar. Fakat literatiirde sabit noktasi olmasina ragmen Banach sabit nokta teoreminin kosullarini
saglamayan fonksiyon Ornekleri mevcuttur. Bu durumda, bu tarz fonksiyonlar i¢in yeni sabit nokta
teoremlerinin arastirilmasi agik bir problem olarak karsimiza gelmektedir. Bu problemin ¢éziimii i¢in de
farkli teknikler kullanilarak, Banach sabit nokta teoremi daha genel bir hale getirilmeye ¢alisilmaktadir. Bu
yontemlerin biri kullanilan daralma kosulunun genellestirilmesidir. Ornegin, Banach sabit nokta teorisinde
kullanilan daralma kosulu Kannan tipi, Reich tipi ve Ciric gibi ¢esitli daralma kosullarina
genellestirilmistir. Son zamanlarda da, sabit nokta teorisinin geometrik bir genellemesi olarak sabit cember
veya sabit figiir problemi ¢alisilmaktadir. Bu problem cer¢evesinde, literatiirde hem metrik uzaylar tizerinde
hem de baz1 genellestirilmis metrik uzaylar {izerinde ¢esitli sabit cember, sabit disk, sabit elips, sabit Cassini
ovali gibi sonuclar elde edilmistir. Biz de bu calismada, metrik uzaylar iizerinde Rhoades’in siireksizlik
acik probleminin ¢6ziimiinde kullanilan iki farkli sayiy1 kullanarak, Caristi ve Meir-Keeler tipi daralma
kosullarindan da esinlenerek yeni sabit ¢cember ve sabit disk sonuglar1 elde edecegiz. Elde edilen, bu
sonuglarin genellestirilmesinin de ¢alisilmasi agisindan literatiire katki saglanmasi beklenmektedir.

Anahtar Kelimeler — Sabit Nokta, Sabit Figiir, Sabit Cember, Sabit Disk, Metrik Uzay

I. GIRIS problemine genellestirilmistir [2]. Simdi sabit

Banach daralma kosulunda sabit nokta sayist bir cember ve sabit disk tanimlarini hatirlayalim :

tektir. Sabit nokta sayisiin birden fazla oldugu ) ] ) .
durumlarda sabit nokta kavrami geometrik bir (X,d) bir metrik uzay, T:X — X bir fonksiyon
yaklasim olarak sabit cember, sabit disk, sabit elips  olmak lizere

gibi kavramlara genellestirilir. “Sabit Cember Cor = {X e X 1d(x, %)= r)}
?rob}emi” n@n i.lk. ¢oziimii [1] de metrik uzaqur seklinde tanimlansin.Eger her xe C,_ | i¢in Tx = X
tizerinde verilmistir. Bu ¢alismadan sonra hem bir ] ] ) of

metrik uzayda hem de bazi genellestirilmis metrik olacak sekilde bir T fonksiyonu varsa bu durumda
uzaylarda yeni ¢éziimler arastirilmistir. Daha sonra Cxo,r cemberi T nin bir sabit gemberidir [1]. D,
bu problem daha genel anlamda sabit figiir  diski de

D, ., ={xeX:d(x,x)<r}
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seklinde tanimlansin. Eger her xeD, ,

Tx =X olacak sekilde bir T fonksiyonu varsa bu
durumda D, , diski T nin bir sabit diskidir [3].

igin

Bu ¢alismada, (X,d) metrik uzay, T: X — X bir
fonksiyon ve 0<a,b <1 olmak tizere r, m,(x,Y)
ve m,(X,Yy) sayilart

r=inf {d(x,Tx): x=Tx,x e X} (1)

d(x,y),

ad(x,Tx)+(L—a)d(y,Ty),

(1-a)d(x,Tx)+ad(y,Ty),; (2

b[d(x,Ty)+d(y,Tx)]
2

m, (X, y) = max

d(x, y),

ad(x,Tx)+(1—-a)d(y,Ty),

A-a)d(x, TX)+ad(y,Ty),; )

d(x,Ty)+d(y,Tx)
2

m, (X, y) = max

seklinde tanimlansin. Tanimlanan bu m,(X,y) ve

m, (X, Y) [4] ve [5] c¢alismalarinda
Rhoades’in sabit noktada siireksizlik problemine
[6] ¢Ozlim verebilmek adina kullanilmistir. Biz de
bu ¢alismamizda bu sayilar1 yeni sabit ¢cember ve
sabit disk sonucu elde etmek igin kullanacagiz.
Bunun igin de, ¢:X —[0,00) fonksiyonu her

sayilari

Xe X i¢in
@(x) =d(x,TX) (4)
seklinde olsun. Bu c¢alismada ¢ yardimci

fonksiyonu ile birlikte Caristi [7] ve Meir-Keeler [8]
tipi teknikleri yardim ile yeni sabit cember ve sabit
disk sonuglar1 elde edecegiz.

II. ANA SONUCLAR

Asagidaki teoremde yeni bir sabit gember teoremi
elde etmek i¢in Meir-Keeler tipi ve Caristi tipi sabit
nokta teoremlerinden yararlaniyoruz.

Teorem 1: (X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir
fonksiyon, r sayst (1) deki, m,(x,y) sayist (2)
deki, m,(x,y) sayisi (3) deki ve ¢ fonksiyonu (4)

deki gibi tanimlansin.Eger
(1) Her xeC, | i¢in
d(x,, TX)<r ve 0<¢p(x) <1,

(if) Her x e X i¢in

2

@(x) > 0= p(X) <[@(X) _(D(Xo)]( m, (X, X,) +m, (X, X,)

olacak sekilde bir X, e X varsa bu durumda
TX, =X, dir ve C, .= ¢emberi T nin bir sabit

¢cemberidir.

Ispat: r=0 olsun. Bu durumda C, , ={x,} olur.

@(%,) >0 oldugunu varsayalim. (ii) kosulunu

kullanarak
CD(XO) =d (Xo 'Txo)

<[(p(xo)—qo(xo)](ml(x’X°);m2(x’ X°)j=0

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla,

@(%,) =0 olmalidir ve buradan
TX, = X%, (5)
elde edilir.

r>0 ve xeC, . olsun. Simdi T fonksiyonunun
CXO’r ¢cemberini sabit biraktigini gérecegiz. Bunun
icin @(Xx) >0 oldugunu varsayalim. (i), (ii) ve (5)
esitligi kullanilarak

@(x) =d(x,Tx)

<[e(x) —(/)(Xo)](

m, (X, X,) +m, (X, xo)j (6)
2

esitsizligi elde edilir. m(Xx,X,) ve m,(X,X,)
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sayilarini diizenlersek,

d (X, %,),
ad(x, Tx)+@—a)d(X,, Tx,),
(I-a)d(x, Tx)+ad(x,,Tx,),
b[d(X,TXy) +d (X, TX)]

2

m, (X, X,) = max

_ max{r, 2d (x,T%), (1—a)d (x Tx), 2L F d;XO’TX)]}

<max{r,ad(x,Tx),(1—a)d(x,Tx)} =k (7)

ve

d (X, %,),
ad(x,Tx)+ @ —a)d(x,, TX,),
(I-a)d(x,Tx)+ad(x,,TX,),
d(X,TX,)+d(X,,TX)

2

m, (X, X,) = max

= max {r, ad(x,Tx),(1—a)d(x,Tx), M}

<max{r,ad(x,Tx),(1—a)d(x,Tx)} =k

elde edilir. Buradan (6) esitsizligi kullanilarak

o(x) = d(x,TX) < d(x,Tx)(k * kj ®)

2
elde edilir. Simdi (8) esitsizligini 3 durumda
inceleyelim:

Durum 1 k=rolsun. Bu durumda (8)
esitsizliginden,
d(x,TX) <d(x,TX) (izrj

— d(x TOr <d(x,Tx)d () =[d (x,TX)]

celiskisi elde edilir.

Durum 2 : k=ad(x,Tx) olsun. Bu durumda (8)

esitsizliginden,

2
=d(x, TX)ad (x,Tx) <[d (x, T%)]

d(x,Tx) <d(x,Tx) [ ad(x,Tx)+ad (X,Tx)}

celiskisi elde edilir.

Durum 3 : k=(1-a)d(x,Tx) olsun. Bu durumda
(8) esitsizliginden,

4 Tx) <d(x,TY) { (1-a)d(x,Tx)+(1-a)d (x,Tx)}

2
= d(x, X)L -a)d (x, Tx) <[d (x, TX)]

celiskisi elde edilir.
Sonug olarak Durum 1, Durum 2 ve Durum 3 den
TXx =X olmalidir ve dolayistyla C, . gemberi T nin

bir sabit gemberidir. 0

Sonug¢ 1: (X,d) bir metrik uzay, T: X — X bir
fonksiyon, r sayist (1) deki, m,(x,y) sayist (2)
deki, m,(x,y) sayisi (3) deki ve ¢ fonksiyonu (4)

deki gibi tanimlansin.Eger,

(i) Her xe D, , i¢in

d(X,, TX)<r ve 0<p(x) <1,
(if) Her xe X igin

o(X)>0=

co(x)<[¢(x)—<o(xo)](m1(x’ X°);m2(x'x°)j

kosullarint saglayan bir x, € X varsa bu durumda
TX, =X, dirve D, . diski T nin bir sabit diskidir.

Simdi Wardowski tipi [ fonksiyon ailesi tanimini
vererek yeni bir sabit cember sonucu elde ediyoruz

[9].

Tammm : [9] F asagidaki kosullar1 saglayacak
sekildeki tim F :(0,00) - R fonksiyonlarin ailesi

olsun.
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(F1) F, kesinlikle artandir.
(F2) (0,)

limF(a,) = — olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
nN—oo

icindeki her {an} dizisi igin

lima, =0 olmasidir.

nN—oo

(F3) Iirgl a“F(a) =0 olacak sekilde ke (0,1)
vardir.
F(x)=In(x),

Ornegin; F(x)=In(x)+Xx,

F(x)= _ L ve F(x)=In(x*+x) fonksiyonlar

Jx
[F ailesine aittir [9].
Teorem 2 : (X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir
fonksiyon, r sayist (1) deki, m,(x,y) sayist (2)
deki, m,(x,y) sayisi (3) deki ve ¢ fonksiyonu (4)

deki gibi tanimlansin.Eger,

(i) Her xeC, , icin

d(%,, Tx)<r ve 0<p(x) <1,
(if) Her xe X igin
P(x)>0=>t+F (p(X))

<F [[(/’(x) - (D(Xo)][ Ty %) ; (%) D

olacak sekilde bir x, € X , t >0 ve F € FF varsa bu
durumda, TX, =X, dir ve C, . ¢emberi T nin bir

sabit cemberidir.

Ispat: r =0 olsun. Budurumda C, , ={x,} olur.

(2) kosulunun dogrudan bir sonucu olarak,
X, = TX, elde edilir.

Simdi, r>0 ve xeC, . i¢in Xx#Tx oldugunu

varsayalim. Bu durumda (1), (2) kosullarini, (7)
esitsizligindeki k sayisim1 ve F nin kesinlikle
artan 6zelligini kullanarak,

t+F (o(x))=t+F (d(x,Tx))

<F ([cﬂ(x) —co(xo)](ml(x’ o) P . X°)D

<F (d (x,Tx)k—;kj ©)

elde edilir. Simdi (9) esitsizligini 3 durum altinda
inceleyelim:

Durum 1 : k=r olsun. Bu durumda (9)

esitsizliginden,

t+F (d(xTx))< F(d(x,Tx) r—;rjs F([dTT)

celiskisi elde edilir.
Durum 2 : k=ad(x,Tx) olsun. Bu durumda (9)

esitsizliginden,

tF(d(x ) < F (a[d (T ) <F ([d T )

celiskisi elde edilir.

Durum 3 : k =(1—a)d(x,Tx) olsun. Bu durumda
(9) esitsizliginden,

t+F (d(T0) < F(@-a)[d (. TOT )
<F([dx[)

celigkisi elde edilir.

Sonug olarak Durum 1, Durum 2 ve Durum 3 den
Tx =X olmalidir. Dolayisiyla, C, . ¢emberi T nin
bir sabit gemberidir. 0
Sonug 2 : (X,d) bir metrik uzay, T: X — X bir
fonksiyon, r sayst (1) deki, m,(X,y) sayst (2)
deki, m,(x,y) sayisi (3) deki ve ¢ fonksiyonu (4)

deki gibi tanimlansin.Eger,

(1) Her xe D, , i¢in
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d(x,, TX)<r ve 0<o(x) <1,
(ii) Her x e X igin
P(x)>0=t+F(p(X))

(R L AT

olacak sekilde bir x, € X , t>0 ve F € varsa bu

durumda, Tx, = X, dir ve D, . diski, T nin bir
sabit diskidir.
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