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Ozet — Metrik koruyan fonksiyonlar son zamanlarda iizerinde c¢alisilmaya baslanan bir konu olmustur.
Metrik koruyan fonksiyon, incelenen uzayda fonksiyonun belli 6zellikleri sagliyor olmasi ve bir baska uzay
ile karsilagtirildiginda daha genel ya da 6zel oldugunun arastirilmasinda ¢ikan sonuglara dayanmaktadir.
Bu durumda hem metrik uzay {izerinde hem de genellestirilmis baz1 metrik uzaylar tizerinde metrik koruyan
fonksiyonlar olup olmadigi arastirilan bir problem olarak karsimiza gelmistir. Biz de bu ¢alismada, S-metrik
uzaylar tizerinde S-metrik koruyan fonksiyon tanimini verip, bir metrik tarafindan iretilen S-metrik
tanimint ise S-metrik koruyan fonksiyon ve metrik koruyan fonksiyon arasindaki iliskileri inceledik.
Ayrica, bu ¢alismalar altinda S-metrik koruyan fonksiyon ve b-metrik koruyan fonksiyon arasindaki iliskiyi
de inceledik.
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I. GIRIS
Tammm 2.1 [3] X bostan farkli bir kiime olsun.

Metrik koruyan fonksiyon kavrami [1] nolu
kaynakta ¢aligilmis olup, bu kavram b-metrik
uzaylar {lizerinde b-metrik koruyan fonksiyon
kavramina genellestirilmistir [2]. Son zamanlarda,
S-metrik uzay kavrami metrik uzaylarin bir
genellestirilmesi olarak Sedghi ve arkadaglar
tarafindan tanitilmistir [3]. Biz de bu ¢alisma da, S-
metrik uzay kavramini kullanarak S-metrik koruyan
fonksiyon kavramini verip, bazi 6zel kosullar
artinda metrik koruyan fonksiyon ve b-metrik
koruyan fonksiyon kavramlariyla arasindaki iligkiyi
inceledik.

1. ON BILGILER

Bu bolimde S-metrik  koruyan fonksiyon
kavramimi tanimlayabilmek ve baz1 06zellikleri
inceleyebilmek icin gerekli baz1 temel kavramlar
hatirlatilacaktir.

S: X x X x X = [0,00) fonksiyonu her x,y,z,a € X
i¢in

(S1) S(x,y,2) =0 & x=y=z,

(S2) S(x,y,2) < S(x,x,a) + S(y,y,a) + S(z,z,a)

sartlarin1 sagliyorsa S fonksiyonuna X kiimesi
tizerinde bir S-metrik denir. (X,S) ikilisine de S-
metrik uzay denir.

Yardimei Teorem 2.2 [3] (X,S) bir S-metrik uzay
olsun. O zaman her x,y € X icin,

S(x.%,y)= S(y,y.X)

esitligi saglanir.
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Yardimci Teorem 2.3 [2] (X,d) bir metrik uzay
olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir:

1) Her x,y,z€ X igin Sq(x,y,z)=d(x,z)+d(y,z)
seklinde tanimlanan Sg: X X X X X —[0,00)
fonksiyonu X kiimesi Tlizerinde bir S-
metriktir.

2) (X,d) metrik uzayinda x, — X olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul (X,Sq) S-metrik
uzayinda x, — x olmasidir.

3) {xn} dizisinin (X,d) metrik uzayinda bir
Cauchy dizisi olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul {x,} dizisinin (X,Sq) S-metrik
uzayinda bir Cauchy dizisi olmasidir.

4) (X,d) metrik uzaymin tam olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul (X, Sq) S-metrik
uzayinin tam olmasidir.

Sq metrigine d metrigi tarafindan tiretilen S-metrik
adi verilir.

Her d metrigi igin S# Sy olacak sekilde bir S-metrik

mevcuttur (ayrintili bilgi i¢in [5] numarali kaynaga
bakilabilir).

Onerme 2.4 [6] Her x,y € X i¢in (X,S) bir S-metrik
uzay ve
d(x,y)=S(x.x,y)

olsun. Bu durumda,

(1) d, X iizerinde bir b-metriktir;

(2) (X,S) de x, = x olmast i¢in gerekli ve
yeterli kosul (X,d) de x,, — x olmasidir;

(3) x, in (X,S) de bir Cauchy dizisi olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul x, in (X,d) de bir
Cauchy dizisi olmasidir.

Ornek 2.5[5] X =Rolsunve S: X x X x X — [0,00)
fonksiyonu her x, y € R i¢in
S(x,y,2) = |x—z| + |x+z — 2y|

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, R) ikilisi bir
S-metrik uzaydir ve S = Sy olacak sekilde higbir d
metrigi yoktur.

Tanim 2.6 [2]
e f:[0,00) — [0,00) ve | €[0,0) olsun.

x<y sartin1 saglayan her x, y € I igin f(x) < f(y) ise
f fonksiyonu artan bir fonksiyondur.

e Herab € [0, ) i¢in
f(a+b) <f(a)+f(b)

ise f fonksiyonu alttoplamsaldir.
o 1 ({0})={0} ise f fonksiyonuna amenable
denir.

Tamm 2.7 [1] f: [0,00) = [0,00) bir fonksiyon
olsun. Her (X,d) metrik uzay1 i¢in f od fonksiyonu
da bir metrik ise f fonksiyonuna bir metrik koruyan
denir.

Tammm 2.8 [7] X bostan farkli bir kiime olsun.
d: X x X = [0,00) fonksiyonu asagidaki ii¢ kosulu
saglhyorsa X tizerinde bir b-metriktir.

(B1) Her x,y € X igin, d(x,y)=0 & x=y,

(B2) Her x,y € X igin, d(x,y) = d(y,x) ve

(B3) Her x,y,z € X igin, d(x,y) <s(d(x,z)+d(z,y))
esitsizligini saglayacak sekilde bir s >1 vardir.

d fonksiyonu X {izerinde b-metrik ise (X,d)
uzayina b-metrik uzay denir ve (B3) kosuluna s-
iicgen esitsizligi denir.

Tanmmm 2.9 [2] (X,d) bir b-metrik uzay ve
f. [0,00) - [0,00) bir fonksiyon olsun. fed
fonksiyonu da X fizerinde bir b-metrik ise f
fonksiyonuna bir b-metrik koruyan denir.

Tiim b-metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesi
de B ile gosterilir.

1. ANA SONUCLAR

Tanmmm 3.1 (X,S) bir S-metrik uzay ve
f. [0,00) - [0,00) bir fonksiyon olsun. foS
fonksiyonu da X fizerinde bir S-metrik ise f
fonksiyonuna bir S-metrik koruyan denir.

Tiim S-metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesi
de § ile gosterilir.
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Ornek 3.2 (X,S) bir S-metrik
f: [0,00) — [0,00) fonksiyonu her x € X i¢in
[1,00) olmak iizere

uzay ve
o€

f(x)= ax,

seklinde tanimli olsun. Bu durumda f fonksiyonu
S-metrik koruyan fonksiyonudur. Gergekten,

(S1) foS(x,y,z) = f(S(x,y,2)) = f(d(x,y)+d(X,2))
< f(d(x,y))+f(d(x,2))
= fod(x,y)+ f od(x,2) = 0,

(S2) f oS(x,y,z) = f(S(x,y,z))=0
< f(d(x,y)+d(x,z)) =0
& d(x,y)+d(x,z) =0
& X=Yy Ve X=z
& X=y=z
ve
(S3) foS(x,y,2) = f(S(x,y,2)) = f(d(x,2)*+d(y.2))
< f(d(x,a)+d(a,z)+d(y,a)+d(a,z))
= f(d(x,a)+d(y,a)+2d(a,z))
< f(2d(x,a)+2d(y,a)+2d(a,z))
=f(S(x,x,a)+S(y,y,a)+S(z,z,a))
= f oS(X,X,a)+f oS(y,y,a)+f 0S(z,z,a)
elde edilir.

Teorem 3.3 (X,d) bir metrik uzay ve
f: [0,00) — [0,00) amenable, alttoplamsal ve artan
bir fonksiyon olsun.S4: X x X x X —[0,00)
fonksiyonu her x,y,z € X igin

Sqa(X,y,2)=d(x,y)+d(x,z)

seklinde tanmimlansin. Eger f fonksiyonu (X,d)
metrik uzayma gore bir metrik koruyan fonksiyon
ise bu durumda f fonksiyonu (X,S4q) S-metrik
uzayina gore de bir S-metrik koruyan fonksiyondur.

Ispat.

(S1) o Sq(xy,2) = f(Sq (x,y,2)) = f(d(x,y)+d(x,2))
< f(d(x,))+f(d(x.2))
= fod(x,y)+ f od(x,2) = 0,

(82) foSq (x,y,2) = f(Sq (X.y,2))=0
& f(d(x,y)+d(x,z)) =0
& d(x,y)+d(x,z) =0
& X=Y Ve X=z
& X=y=z
ve
(S3) fo Sq (xy.2) = f(Sq (x.y,2)) = f(d(x,2)*+d(y.2))
< f(d(x,a)+d(a,z)+d(y,a)+d(a,z))
= f(d(x,a)+d(y,a)+2d(a,z))
< f(2d(x,a)+2d(y,a)+2d(a,z))
=f(Sq (xx,a)+ Sq (y,y,a)* Sq (2,2,3))
=foSq (X,x,@)+ fo Sq (y,y,8)+f o S4 (2,2,8)
oldugu goriiliir.

Teorem 3.4 (X,S) bir S-metrik uzay ve
f.  [0,00) = [0,00) bir fonksiyon olsun.
ds: X X X = [0,00) fonksiyonu her x,y €X i¢in

ds(X,y) = S(x,x,y)

seklinde tanimlansin. Eger f fonksiyonu (X,S) S-
metrik uzayina gore bir S-metrik koruyan fonksiyon
ise bu durumda f fonksiyonu (X,ds) b-metrik
uzayina gore bir b-metrik koruyan fonksiyondur.

Ispat.
(B1) Her x,y € X igin,
fod (xy) =0« f(d(x,y))=0
o f(S(x,x,y))=0
& fod(x,xy)=0

& x=y,
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(B2) Her x,y € X i¢in,
fod (xy) =f(d(x.y))
= f(S(x,x,y))
=f(S(y.y.x))
= f(d(y,x))
=fed(yx)
(B3) Her x,y € X icin,
fod (xy) = f(d(xy))
= f(S(x,x,y)) = f o S(X,X,y)

< fo S(x,x,2) + foS(x,x,2) +
foS(yy.2)

=2foS(x,x,2) +foS(y,y,z)

fod (xy) = f(d(x,y)) = f(S(x,x,y)) = f(S(y,y.X))
=foS(yyXx)

<2foS(yyz) +
fo S(X,X,2)

2fod(x,y) <3foS(x,x,2) +3foS(y,y,z)
fod(xy) <3/, (Fo S (xx2) +foS(y.y.2))

=3/, (FoS (x2) +foS(y,2))
elde edilir.
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