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Özet – Bu çalışmada hem sınırsız hem de sınırlı bir operatör içeren bir diferansiyel operatörün 

özdeğerlerinin sayısı için asimtotik formüller elde edilecektir. 
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I. GİRİŞ 

H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı 

olsun. ( )1 2 0,1;H L H= uzayında (1.1) diferansiyel 

ifadesini göz önüne alalım. Bu ifadede A , 

( )D A H olmak üzere ( )D A dan H  ye  

                
( )* 1,A A I A H−

=                 (1.2) 

Koşullarını sağlayan bir 

operatördür. A operatörünün özdeğerlerini 

1 2 ... ...n      ile ve bu özdeğerlere karşılık 

gelen ortonormal özvektörleri de 1 2, ,... ...n   ile 

gösterelim. 0(L )D 
 

ile 1H uzayında aşağıdaki 

koşulları sağlayan fonksiyonların kümesini 

gösterelim: 

1.) ( )y x fonksiyonu  0,1
 

aralığında 

H uzayındaki norma gore 2. mertebeden sürekli 

türeve sahiptir 

2.) Her  0,1x
 

için ( )( )y x D A
 

ve 

( )Ay x fonksiyonu  0,1
 
aralığında H uzayındaki 

norma gore süreklidir. 

3.) (0) 0, y (1) ay(1) 0y = + = . 

0(L )D 
 

dan 1H  e  0 0L ( )y l y =
 

lineer  

operatörünü göz önüne alalım.  

0y y + =  diferansiyel ifadesi 

ve (0) 0, y (1) ay(1) 0y = + =  sınır koşulları ile 

oluşturulan Sturm-Liouville probleminin 

özdeğerlerini ( 0,1,...)ns n = ile gösterelim. 

( 0,1,...; j 1,2,...;m 0,1,...)m n js n = + = = =  

0L 
 
operatörünün özdeğerleri ve 

1 2

2

1 cos
m

ma


−
=

+
 

olmak üzere 

0 sinmj m j m x   =  

sırasıyla bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal 

özvektörlerdir. 

II. BULGULAR 

Fonksiyonel analizden aşağıdakileri biliyoruz: 

• ( ) 
1k k

f x


=
,  2 0,1L uzayında ve 

1n n
e



=
, 

H uzayında tam diziler ise 

( ) 
, 1k n k n

f x e


=
kümesi 1H uzayında tamdır. 
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• 
0L operatörü simetriktir [4]. 

• 0 0L L = olsun. ( )0 0 1:L D L H→ kapalı 

simetrik bir operatördür. Bu operatörün 

özvektörlerinden oluşan küme tam 

olduğundan söz konusu operator kendine eş 

operatördür [1]. 

• ( )Q x , operator fonksiyonu  0,1 aralığında 

tanımlı olsun ve aşağıdaki koşulları 

sağlasın: 

a.) Her  0,1x için ( ) :Q x H H→ sınırlı 

ve kendine eştir. 

b.) ( )Q x ,  0,1 aralığında zayıf 

ölçülebilirdir. 

c.) ( )Q x fonksiyonu 0,1 aralığında 

sınırlıdır. 

O halde her 1( )y y x H=   için 

1( ) ( )Q x y x H  için 1 1:Q H H→ , Qy  

operatörü sınırlı ve kendine eştir [1]. 

• ( )1 2 0, ;H L H= uzayında 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )l y y x Ay x Q x y x= − + +  

 

diferansiyel ifadesi ve 

 
(0) 0, y (1) ay(1) 0y = + =  

 

sınır koşulları ile oluşturulan 

0L L Q= + operatörü kendine eş 

operatördür [4]. 

• Her 0( )y D L için ( ) ( )
1 1

0 , ,
H H

L y y y y dir 

[1] 

• 0L ve L operatörlerinin rezolventleri 

sırasıyla
0R ve R olsun.  

 

( ) ( )
1 10

0 ,R L I R L I  
− −

= − = −  

 

dir. 0L
 

operatörünün 

özdeğerleri 1 2 ... ...m     
 
olsun. 0L

  
operatörünün 

özdeğerleri

( 0,1,...; j 1,2,...;m 0,1,...)m n js n = + = = =

şeklinde ve limn ns→ =  ,  

lim j j→ =  olduğundan limm m→ = 
 

olur. Yani her 

0( )L  için
0R operatörünün

1

1

m m
 



=

 
 

− 

özdeğerler dizisinin limiti sıfırdır. 

• ( )0 0 0 0R R R R    − = − formülünden her 

( )0L  için
0R operatörünün tam sürekli 

olduğu elde edilir. 

• 0L operatörünün spektrumu her birinin 

katlılığı sonlu 

olan 1 2, ,... ,...m   özdeğerlerinden oluşur. 

Ayrıca limm m→ = 
 

olduğundan 

0L operatörü saf ayrık spektruma sahiptir 

[4]. 

• 1 1:Q H H→
 

sınırlı kendine eş bir 

operatördür. O 

halde 1 0: ( ) ,L D L H L L Q→ = +
 

operatörü 

de saf ayrık spektruma sahip olacaktır [4]. 

• L  operatörünün 

özdeğerleri 1 2 ... ...m     
 
olsun. Her 

( )L  sayısı için 

( )
1

lim 0m m 
−

→ − = olduğundan 

( )
1

R L I 
−

= − operatörünün spektrumu 

( ) 1
0, : 0,1,... ,...n n m 

−
− = kümesinden 

ibarettir. O halde her ( )
1

n 
−

−  sayısı R  

operatörünün katlılığı sonlu olan bir 

özdeğeridir. Her  )( 0L  

için 1 1: HR H →
 
sınırlı, kendine eş ve tam 

sürekli operatördür [4]. 

• ( )R R R R    − = −
 

formülünden her 

( )L 
 

için R  
operatörünün tam 

sürekli olduğu elde edilir [3]. 

 

Gorbachuk ve Gorbachuk [2] çalışmasında 

 
2

2

1 2

( ) 0,

(0) (0) 0, (1) (1) 0

d y
Ay q t y y

dt

y B y y B y

− + + − =

 + = + =

 

 

sınır-değer probleminin özdeğerleri için asimtotik 

formül bulmuşlardır. Fakat burda 1B
 
ve 2B sınırlı 
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operatörlerdir. Yani 1B
 

sonsuza gitmediğinden 

dolayı (0) 0, y (1) ay(1) 0y = + = sınır koşulları ayrı 

bir inceleme gerektirir. [2] çalışmasındaki benzer 

yöntemleri kullanırsak aşağıdaki sonuçları elde 

edebiliriz: 

Teorem4.1: (0 , )j bj b =    ise →  iken 

( ) 








+
−

+

1

1
1

1

1












b

N  

olur. 

İspat: ( )N  , 

( 1,2,...; 0,1,...)nbj s j n +  = =  

eşitsizliğini sağlayan ( , n)j  noktalarının sayısıdır. 

xy düzleminin 

1/

0, , 1x x y
b


 

= = = − 
   

doğruları 

ve ( 0, 0)bx y x y + =    eğrisi ile 

sınırlandırılmış kapalı alt kümesini F  
ile 

gösterelim. ( )N  , F  
kümesine ait 

olan ( , )j n noktalarının sayısıdır. Diğer 

taraftan

1/

0y bx x
b



 


  
= −         

azalan 

olduğundan her ( , ) Fj n 
 

noktasına, 

köşeleri ( )1, 1 , ( 1, ), ( , 1)j n j n j n− − − −
 

ve ( , )j n  

olan
,njE F karesi karşılık gelir. Dolayısıyla 

( )N  ,
,njE  karelerinin sayısıdır. Yani ( )N  , 

,n ( 1,2,...; 0,1,...)jE F j n = = karelerinin alanları 

toplamıdır. Dolayısıyla ( )N  , F  nın alanından 

büyük değildir. Yani  

 

( )
( )

1/1/
/

0
( )

b

N bx dx
b





 

 
 + − 
 

 . 

Burada 

( )
( )

( )

1/

1

/

10

1
1

1

b

bx dx

b

















+

 
− = − 

+ 
  

dir. Yani 

( )

1
1/

1

1
( ) 1

1
N

b
b


 



 




+

  
 + −  

+   
              (2.1) 

dir. 

xy düzleminin 0, 0x y= = doğruları 

ve ( )1 1 ( 0, 0)b x y x y


+ + + =  
 

eğrisi ile 

sınırlandırılmış kapalı alt kümesini P ile 

gösterelim. 

,n ( 1,2,...; 0,1,...)jE F j n = = kareleri P kümesini 

kapsar. ( ) ,N D nin alanından küçük 

olamayacağından 

 

( ) ( )( )

1/
1

1

0

1 1

b

N b x dx





 

− 
− 

 

 − + −  

 

dir. Gerekli işlemler yapıldığında 

 

( )

1
1/

1

1
( ) 1 1

1
N

b
b






 
 



+

   
 − − − +   

+   
  (2.2)                                               

 

olduğu görülür. (2.1) ve (2.2) den   →  iken 

 

( ) 








+
−

+

1

1
1

1

1












b

N  

 

elde edilir. 

Teorem 4.2: j →  iken ( )= <,0   bbjj   

ise →  iken 

( ) 








+
−

+

1

1
1

1

1












b

N  

olur.  
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İspat: 0  herhangi bir sayı olsun. O 

zaman j K iken1 1
j

bj


 −   +

 

olacak şekilde 

bir K K=
 
doğal sayısı vardır. 

  

  

( ) ( )

, ,
,

1 , 1 ,

j j

j j

j K j K

bj j K bj j K 

 
 

 
− +

  
= = 

−  +  

olsun.  

 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1,2,...; 1,2,...

1,2,...; 1,2,...

1,2,...,K; 1,2,...

1 1,2,...; 1,2,...

1 1,2,...; 1,2,...

1 1,2,...,K; 1,2,...

1 1,K 2,...;

j n

j n

j n

n

n

n

n

s j n

s j n

s j n

bj s j n

bj s j n

bj s j n

bj s j K n









 

 

 

 

 

 

 

−

+

+  = =

+  = =

+  = =

− +  = =

+ +  = =

+ +  = =

+ +  = + +( )1,2,...=
 

 

eşitsizliklerini sağlayan ( ),j m  ikililerinin sayısı 

sırasıyla ( ) ( 1,7)iN i =  olsun. 

( )1,2,...j j j j  − +  =  olduğundan  

            
( ) ( ) ( )2 1N N N                           (2.3) 

olur. Ayrıca  

               
( ) ( ) ( )1 3 4N N N   +                    (2.4) 

                  
( )3 2N K                                   (2.5) 

dır. (2.1) eşitsizliğinden faydalanarak 

( )
( ) ( )( ) ( )

1
1/

4 1

1
1

1 1
1

N
b

b








 


 


+

   
 + −    − +   −

  

(2.6)                                     

 

elde edilir. (2.3)-(2.6) dan 

 

( )
( ) ( )( ) ( )

1
1/

1

1
1 2

1 1
1

N K
b

b








 
 

 


+

   
 + − +    − +   −

 (2.7) 

 

olur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 7 7 5 6N N N N N N     = +  = −

             (2.8) 

                               6 2N K                           (2.9) 

 

olduğu kolayca görülür. (2.2) eşitsizliğinden 

faydalanarak  

 

( )
( )( ) ( ) ( )

1
1/

5 1

1
1 1

1 1
1

N
b

b








 
 

 


+

   
 − − − +    + +   +

(2.10) 

 

bulunur.  

Bu eşitsizliklerde  →   ve 0 →  için limite  

 

( )1 1
0

( ) 1 1
lim 1

1

bN

b

  


 






→ + −
→

 
= − 

+ 
; 

 

yani  

                      ( ) 








+
−

+

1

1
1

1

1












b

N               (2.11) 
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elde edilir. 

III. TARTIŞMA 

Gorbachuk ve Gorbachuk [2] çalışmasında 

 
2

2

1 2

( ) 0,

(0) (0) 0, (1) (1) 0

d y
Ay q t y y

dt

y B y y B y

− + + − =

 + = + =

 

 

sınır-değer probleminin özdeğerlerin sayısı için  

asimtotik formül bulmuşlardır. Fakat burada 1B
 
ve 

2B sınırlı operatörlerdir. Bizim çalışmamız ise 

diferansiyel denklemde sınırsız operator 

içerdiğinden elde edilen sonuçlar bu çalışmadaki 

sonuçlardan daha geneldir.  

[5] çalışmasında ise yine aynı uzayda  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )l y y x Ay x Q x y x= − + +  diferansiyel 

ifadesi ve (0) 0, y (1) ay(1) 0y = + =  sınır koşulları 

ile oluşturulan 0L L Q= + operatörünün düzenli izi 

hesaplanmıştır.  

 

[6] makalesinde ise n.mertebeden bir diferansiyel 

denklem ve periyodik sınır koşulları ile oluşturulan 

0L L Q= + operatörünün özdeğerlerinin sayısı için 

asimtotik formül bulunmuş ve  düzenli izi 

hesaplanmıştır. 

  

[7] çalışmasında ise ikinci mertedebeden süreksiz 

ve geciken argümanlı bir  Sturm—Liouville 

probleminin özdeğerlerinin yapısı incelenmiş ve 

düzenli izi hesaplanmıştır.  

IV. SONUÇLAR 

( )1 2 0, ;H L H=

 
uzayında 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )l y y x Ay x Q x y x= − + +  

 

diferansiyel ifadesi ve 

 
(0) 0, y (1) ay(1) 0y = + =  

sınır koşulları ile oluşturulan 

0L L Q= + operatörünün özdeğerlerinin sayısının 

asimtotik davranışı (2.11) formulü ile verilir.  
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