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Ikinci mertebeden bir diferansiyel operatoriin 6zdegerlerinin sayisinin
asimtotik ifadesi
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Ozet — Bu calismada hem sinirsiz hem de smirli bir operatdr iceren bir diferansiyel operatdriin
0zdegerlerinin sayis1 i¢in asimtotik formiiller elde edilecektir.
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I. GIRIS

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayi
olsun. H,=L,(0,1;H)uzaynda (1.1) diferansiyel
ifadesini g6z Oniine alalim. Bu ifadede A,

D(A) < H olmak iizere D(A)danH ye

AZA*ZLA_lEO'w(H) (1.2)

Kosullarini saglayan bir
operatordiir. A operatoriiniin Ozdegerlerini
71 <7, <..<y,<..ile ve bu ozdegerlere karsilik

gelen ortonormal Ozvektorleri de @, ¢,,..0,...ile

gosterelim. D(L,) ile H,uzayinda asagidaki

kosullar1  saglayan  fonksiyonlarin  kiimesini
gosterelim:
1) y(x)fonksiyonu [0,1] araliginda

H uzayindaki norma gore 2. mertebeden siirekli
tiireve sahiptir

2.) Her xe[01] y(x)eD(A) ve
Ay (x) fonksiyonu [O,l] araliginda H uzayindaki

i¢in

norma gore siireklidir.
3.) y(0)=0, y'd)+ay@)=0.

D(L,) dan H, e L, y=1,(y) lineer
operatdriinli gz oniine alalim.

y"+1y=0 diferansiyel ifadesi
vey(0)=0, y'@)+ay(l)=0 smir kosullar1 ile
olusturulan Sturm-Liouville probleminin

ozdegerlerinis, (n=0,1,...) ile gosterelim.

Uy =8,+7; (n=01.;j=12,.,m=0,1..)

! eo _ee ee . ~ .
L, operatoriiniin 6zdegerleri ve

&
i \/1+a‘1cosz\/a

olmak tlzere

0 -
Wi = On®@; SN/ 14, X

sirastyla bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal
ozvektorlerdir.

Il. BULGULAR
Fonksiyonel analizden asagidakileri biliyoruz:

* { fk (X)}C::l’

H uzaymda

L,[0,1]uzayinda ve{e,}”

n=1’'

tam diziler ise

{ f (x)e, }f __ kiimesi H, uzayinda tamdir.
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L, operatdrii simetriktir [4].

L, = L, olsun. L, : D(L, ) — H, kapal:
simetrik bir operatordiir. Bu operatoriin
Ozvektorlerinden  olusan  kiime  tam
oldugundan s6z konusu operator kendine es
operatordiir [1].

Q(x), operator fonksiyonu[0,1]araliginda

tamimli  olsun ve asagidaki kosullar
saglasin:

a) Her xe[0,1]i¢inQ(x):H — H sinirh
ve kendine estir.

b.) Q(X), [0,1] araliginda zayif
Olgiilebilirdir.

c.) |Q(x)| fonksiyonu[0,1]araliginda
stirhdir.

O halde her y=y(X)eH, icin

Q()y(x)eH, i¢in Q:H, —>H;, Qy

operatori sinirh ve kendine estir [1].

H, =L, (0, 7;H ) uzaymnda

[(y) ==y"(X) + Ay(X) + Q(X) y(X)
diferansiyel ifadesi ve
y(0)=0, y'()+ay()=0

siir kosullari ile olusturulan

L = L, + Q operatorii kendine es
operatordiir [4].

Her y e D(L,)igin( Ly, y)Hl >(y, y)Hldir

[1]

L, ve L operatorlerinin rezolventleri

sirastyla R) ve R, olsun.

R = (LAl R, =(L-a1)"

dir. L, operatdriiniin
ozdegerleri y, <y, <...< pu <. olsun. L,

operatoriniin

Ozdegerleri

Uy =8,+y; (n=01..;j=12,..,m=0,1..)
seklinde velim s =,
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lim, 7, =ooldugundan lim _ x4, =

olur. Yani her

. 1|
e p(Ly)igin RE operatérﬁnﬁn{ }
’um —/J m=1

Ozdegerler dizisinin limiti sifirdir.

R? —R® =(A—u)R;R’ formiilinden ~ her
A€ p(Ly)i¢in R operatdriiniin tam sirekli
oldugu elde edilir.

L, operatoriiniin ~ spektrumu  her  birinin

katlilig sonlu
olan u, w,,...1,,,...0zdegerlerinden  olusur.

Ayricalim . p = oldugundan
L, operatorii saf ayrik spektruma sahiptir
[4]

Q:H,—>H, smirlh Kkendine es bir
operatordiir. 0]

haldeL:D(L) > H,, L=L,+Q operatorii
de saf ayrik spektruma sahip olacaktir [4].

L operatoriiniin
Ozdegerleri4, < A, <..< A <.. olsun. Her
€ p(L) sayisi icin

lim,, . (A4, — ) =0oldugundan
-1 e e s

R, =(L—pul) operatoriiniin  spektrumu

{0,(ﬂ.n - ,u)_l 'n=0,1,...m, } kiimesinden

ibarettir. O halde her(4,—x) " sayisi R,

operatoriiniin  katliligt  sonlu olan bir
Ozdegeridir. Her nep(Ly)NR

i¢ginR, :H, = H, siirli, kendine es ve tam
stirekli operatordiir [4].

R,-R,=(4-u)R,R, formiiliinden her
Ae p( L)
stirekli oldugu elde edilir [3].

icin R, operatoriiniin tam

Gorbachuk ve Gorbachuk [2] ¢aligmasinda

2
9Y | Ay+a)y-Ay =0,

dt?

y'(0)+B,y(0)=0, y'()+B,y@)=0

siir-deger probleminin 6zdegerleri igin asimtotik
formiil bulmuslardir. Fakat burda B, ve B, smirh



operatorlerdir. Yani B, sonsuza gitmediginden
dolay1 y(0) =0, y'(1) +ay(l) = Osmnir kosullar1 ayri
bir inceleme gerektirir. [2] ¢alismasindaki benzer

yontemleri kullanirsak asagidaki sonuglar1 elde
edebiliriz:

Teoremd4.1: y; =bj”(0<b, B <) ise 1 — o iken

B+L
B

N(1)~ 4 - {1—L}

o7 p+1

olur.
Ispat: N (1),
bj” +s, <A1 (j=12,..,n=0,1,..)

esitsizligini saglayan (j,n) noktalarmin sayisidir.
P
xy diizleminin x=0, x= (Bj ,Y=-1 dogrular

ve bx” +y=A4 (x>0,y>0) egrisi ile

sinirlandirilmig ~ kapali  alt  kiimesini  F, ile
N (/1)1 Fﬂv

olan (j, n) noktalarinin

2 Up
taraftany:i—bxﬁ{OSXS(Ej J

her (j,n)eF, noktasina,
koseleri(j-1,n-1),(j-1,n),(j,n-1) ve (jn)
olanE; < F, karesi kargihk gelir. Dolayisiyla
N(4),E;, YaniN(4),
E,,cF,(j=12,..;n=0,1..) karelerinin alanlar1

gosterelim. kiimesine ait

sayisidir. Diger
azalan
oldugundan

karelerinin  sayisidir.

toplamidir. DolayisiylaN(4), F, nin alanindan

bliyiik degildir. Yani

up v
N() < (gj [ ' (A—bx? Y.

Burada
p1
18 p
(A1b) (A—bxﬂ)dx—ﬂl |:l— 1 :|
v (,8+1)
dir. Yani

2.1)

AVE 4P 1
N(/”L)S(E] I {1—(“1)}

dir.
xy diizleminin X = 0, y = 0 dogrular

veb(x+1)ﬂ+y+1:/1(x20,y20) egrisi ile

smirlandirilmis kapali  alt  kiimesini P, ile
gosterelim.
E,.cF,(j=12,..n=01..) kareleri P, kiimesini
kapsar. N(2), D,nin  alamindan  kiigiik
olamayacagindan
-1\
5 -
N(2)= _[ (ﬂ—b(x+1)ﬂ —1)dx
dir. Gerekli islemler yapildiginda
£4 /
s Vs
N(/1)>/11 1- 1 —(ij -1+1 (2.2)
o (p+1)| \b

oldugu goriiliir. (2.1) ve (2.2) den A — oo iken

B+
B

N(A)~ A - {1—L}

b7 p+1

elde edilir.

Teorem 4.2:j—o ikeny; =bj’(b>0,8 <)
ise 4 — o iken

olur.
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Ispat: ¢>Oherhangi bir saytr olsun. O

zaman j > K iken1—5<b7_—iﬂ<1+g olacak sekilde
j

bir K = K, dogal say1s1 vardir.

- _ j/j! JSK +: 7/1‘! JSK
i), j>KTT T (e, oK
olsun
yi +8, <A (j=12.,n=12..)

(1-g)bj’ +s,<2 (j=12,..;n=12..)
(I1+e&)bj’ +s, <4 (j=12...n=12..)
(I+&)bj’ +s, <4 (j=12..Kn=12..)
(1+&)bj’ +s, <2 (j=K+LK+2,..;n=12,..)

esitsizliklerini saglayan ( ) ikililerinin sayis1

sirastyla N; (1) (i=17) olsun.
7i <7;<7;" (i=12,..) oldugundan
N,(2)<N(2)<N,(2) (2.3)
olur. Ayrica
N, (1) <Ny (2)+N,(2) (2.4)
N,(4)<2K2 (2.5)
dir. (2.1) esitsizliginden faydalanarak
A YA 1
N4(l)£((l—€)bJ ' (b(l_g))% [1_(ﬂ+1)}
(2.6)

elde edilir. (2.3)-(2.6) dan

1Up p1
A A7 1
N(ﬂ)ﬁ( J + 1[1— }FZK}t
(1—8)b (b(l 8)) (ﬂ—i—l)

(2.7)

olur.

N, (ﬂ’) =N, (’1)+ N, (ﬁ) =N, (/1) =N; (’1)_ Ng (’1)
(2.8)

N, <2KA (2.9)
oldugu kolayca goriiliir. (2.2) esitsizliginden
faydalanarak
NPT N R (e

o (1) —1- - A+
((1+£)b)s (B+1)| ((1+¢e)b
(2.10)

bulunur.

Bu esitsizliklerde 4 — o ve & = 0 igin limite

. bN(4) 1 { 1 }
lim, = |1- :
é—>0 /1% b% (ﬁ+1)

yani
B+
A7 1
N(1)~ T { —ﬂ—ﬂ} (2.11)
bﬂ
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elde edilir.

I11. TARTISMA

Gorbachuk ve Gorbachuk [2] ¢alismasinda

_dy

dt?
y'(0)+B,y(0)=0, y'(1)+B,y@®)=0

+Ay+q(t)y -1y =0,

sinir-deger probleminin 6zdegerlerin sayisi igin
asimtotik formiil bulmuslardir. Fakat burada B, ve

B, sinirli  operatorlerdir. Bizim ¢alismamiz ise

diferansiyel = denklemde smirsiz ~ operator
icerdiginden elde edilen sonuglar bu ¢aligmadaki

sonuglardan daha geneldir.
[5] c¢alismasinda ise yine ayni uzayda
I(y) ==y"(X) + Ay(X) + Q(X) y(x) diferansiyel

ifadesi ve y(0)=0, y'(2) +ay(l) =0 simir kosullar
ile olusturulan L = L, +Q operatoriiniin diizenli izi
hesaplanmustir.

[6] makalesinde ise n.mertebeden bir diferansiyel
denklem ve periyodik sinir kosullari ile olusturulan
L = L, +Q operatoriiniin 6zdegerlerinin sayisi i¢in

asimtotik formiil bulunmus ve diizenli 1izi

hesaplanmugtir.

[7] calismasinda ise ikinci mertedebeden siireksiz
ve geciken argiimanli bir  Sturm—Liouville
probleminin 6zdegerlerinin yapist incelenmis ve
diizenli izi hesaplanmistir.

IV.SONUCLAR
H,=L,(0,7;H)

uzayinda
1(y) = —-y"(x) + Ay(x) + Q(x) y(x)
diferansiyel ifadesi ve

y(0)=0, y'(1)+ay(1) =0

sinir kosullar1 ile olusturulan
L =L, +Q operatdriiniin 6zdegerlerinin sayisinin
asimtotik davranisi (2.11) formulii ile verilir.
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