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Ozet ~Matematik ve matematiksel fizikteki birgok arastirmaci, iiretici cekirdekli Hilbert uzay operatériin
Berezin sembolii konusunda son yillarda ¢aligmalar yapmaktadir. Bu yonde, bazi arastirmacilar (1.2)
Berezin esitsizligi ile ilgili onemli ¢alismalar sirdirmistir ([12-17]). Gergekte, bu esitsizligin
gelistirilmis ve iyilestirilmis versiyonlar1 arastirmacilarin son yillarda ilgisini attirmaktadir ([5-7]. Bu
arastirmanin amaci, Uretici ¢ekirdekli Hilbert uzayindaki operatdrler i¢in Berezin doniisiimiiniin baz1 tist
siirlart ifade etmektir. Baz1 bilinen Berezin sayisi esitsizliklerini iyilestirmek ve genellestirmek igin bu
st sinirlar kullanilacaktir. Al-Dolat ve Kittaneh ([2]) esitsizliginin Berezin sayisina gore versiyonu
ispatlanmistir. Bu versiyon yardimiyla bu esitsizlikler ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler — Berezin Sayisi, Genel Operator Normu, Cauchy-Buzano Esitsizligi, Aritmetik-Geometrik Ortalama

Esitsizligi, Karisik Schwarz Esitsizligi

I. GIRIS
Matematik ve matematiksel fizikteki bir¢ok
arastirmaci, Uretici  ¢ekirdekli  Hilbert uzay

operatoriin - Berezin sembolii konusunda son
yillarda ¢aligmalar yapmaktadir. Bu yonde, bazi
arastirmacilar (1.2) Berezin esitsizligi ile ilgili
onemli  caligmalar  siirdirmistir  ([12-17]).
Gergekte, bu esitsizligin  gelistirilmis  ve
tyilestirilmis  versiyonlar1 arastirmacilarin  son
yillarda ilgisini  attirmaktadir  ([5-7]. Bu
aragtirmanin amaci, Uretici ¢ekirdekli Hilbert
uzayindaki operatorler i¢in Berezin doniisiimiiniin
bazi st smirlar1 ifade etmektir. Bazi bilinen
Berezin sayis1 esitsizliklerini iyilestirmek ve
genellestirmek icin bu st smirlar kullanilacaktir.
Al-Dolat ve Kittaneh ([2]) esitsizliginin Berezin
sayisina gore versiyonu ispatlanmistir. Bu versiyon
yardimziyla bu esitsizlikler ispatlanmustir.

Bir iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1 (kisaca, UCHU)
veya fonksiyonel Hilbert uzayr (kisaca FHU)
Y, (f) = f(p), p € 0 fonksiyonelleri H {izerinde
siirekli olacak sekilde bazi (2 kiimesi ilizerinde
karmasik degerli fonksiyonlarin H = H ()
Hilbert uzayr oldugunu hatirlatalim. Buradan
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fonksiyonel analizdeki Riesz teoreminden her p €
0 ve f € H i¢in f(p) = (f, k,) olacak sekilde bir
tek k, € H fonksiyonu vardir. Aym zamanda
{ky:p € 0} M
cekirdegidir.

kiimesi uzayimnin  {retici

Tamm 1.1. H bir fonksiyonel Hilbert uzay. Eger V
opertorii H lizerinde sinirli dogrusal bir operator
ise p € Qi¢in

I. V nin Berezin sembolii(doniisiimii)
V(p) = (Vkp, k) 32,

V nin Berezin kiimesi(araligi)
Ber(V) := Range(V) = {V(p):p € 0},
V nin Berezin sayisi(yarigapi)
ber(V) = f)léglV(p)l

ile tanimlanir. Uretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylar: ve
Berezin sembolii hakkinda daha fazla bilgi igin
Aronzajn [3] ve Berezin [8] ¢alismalarina bakiniz.
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Ustteki Tanim 1.1°deki ii. ve iii. de verilen kisimlar
ile ilgili incelemeler Karaev tarafindan [16]'da
UCHU iizerindeki operatdrler icin verilmistir. Bu
yeni kavramlarla ilgili temel 6zellikler ve gergekler
icin [10, 14, 19, 21] ¢alismalarina bakiniz.

H uzayinda keyfi sinirli dogrusal V' operatorii igin
Berezin sembolii V sinirli bir fonksiyoneldir. Bir
operatdriin bazi temel oOzellikleri bu operatdriin
Berezin sembolii olan V nin &zelliklerine yansir.
Berezin sembolii ilk olarak F. Berezin tarafindan
[8]'de wverilmis ve operator teorisinin ¢ogu
sonuglarmi elde etmede hayati bir yontem olma
ozelligini icinde barindirmis bir teori olarak
literatlire girmistir. Sirasiyla Ber(T) ve ber(T) ile
de gosterilen Berezin kiimesi ve sayist ilk olarak
Karaev tarafindan [18]’de verilmistir.

Bu calismamizda (#, (., .)) ikilisinin karmasik bir
Hilbert uzay1 ve L(H) ifadesinin H uzayinda tim
smmirh dogrusal  operatorlerin ~ C*-cebirini

gosterdigini kabul edelim. V' operatériiniin niimerik
aralig1 ve yaricapi sirastyla

W) = {(Vx,x):x € H ve ||x|| = 1}
ve
w(V) == sup{|(Tx, x)|: x € H(Q) ve ||x|| = 1}

ile verilir. Bir operatdriin niimerik araliginin bir
operatoriin  spektrumunun, niimerik araliginin
kapanisinda yer aldigi gibi bazi ilging o6zellikleri
vardir. Bu teori ile ilgili temel bilgiler igin
[1,2,3,11] ve referanslarini verebiliriz

Al-Dolat ve Kittaneh [2] asagidaki esitsizligi
gostermiglerdir. r > 1 ve y € [0,1] igin

1+
w2 (V) < Tymvw + V|

1 —
+TVWT(V)2.

Diger taraftan herhangi V € L(H) igin

Sl <ww) < VIl (2.1)
ve
ber(V) <w(¥) < ||Vl (1.2)

iyi bilinen esitsizliklerdir.
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Huban vd. [16, 17] asagidaki sonuglar1 ifade
etmistir.

V,R€ L(H) ver =1 igin
1 . 1
LIVEZ + V" Pllper < ber(v) < 2NIVI2+

|V*|2 ”ber (13)
ber™(V*R) < Z{IIVI?" + [RI? [lper (1.4)
ber™(V*R) < ~ber(IR|" +i[V|")? <
1
VI + IR lper (1.5)
ve
ber(V) < VI + [V llper < §<||V||ber +

1
IIVZIIzer) (1.6)

2022’de Basaran vd.
gostermistir.

VeL(H) ver=1igin
ber? (V) < ZIIVIZ + [V 2" [l e
dir.

. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda, ihtiyag duyulan ve sonucglarimizda
direk  olarak  kullanacagimiz ~ 6nemli  bazi
esitsizliklerin verildigi sonuglar takdim edilmistir.

[7] asagidaki esitsizligi

(1.7)

Yardimcr Teorem 2.1. ([20]) ||x|]| =1 ile x e K
ve V € L(H) bir pozitif operatér olsun. O halde
r = 1igin

(Vx,x)" <(V"x,x)
saglanir.

(2.1)

Yardimcr Teorem 2.2. ([4]) f fonksiyonu [0,c0)
tizerinde negatif olmayan ve V,R € L(H) pozitif
operator olsunlar. Bu durumda

I GOl = 7=

esitsizligi saglanir.

(2.2)

Yardimci Teorem 2.3. ([9]) |c|l|=1 ile a,b,c €
H olsun. Bu durumda

[{a, cX{c, b)| < %(IIaIIIIbII + Ka, b)|)
esitsizligi elde edilir.

(2.3)



. TEMEL SONUCLAR

Teorem 3.1. # = H(Q) bir UCHU ve V € L(H)
olsun. Budurumdar > 1 ve y € [0,1] i¢in

1+ %
ber® (V) < ZL IV + [V |7 ey +
1;—yberT(V2)

saglanir

(3.1)

Ispat. Ep normallestirilmis iiretici ¢ekirdek olsun.
Yardimecr Teorem 2.3’te a = V1A<p, b= V*Ep ve
c= Rp alinarak

elde edilirr r>1

digbiikeyliginden

f®)=t" nin

i¢in

|(VEp' f(pr{p’ V*Ep>|r

< Ap *Ap +|<VRPIV*R;0)| '
- 2 2

koll” | VK, VR
+ 2
P ST o R R r
<l ([ lok, vl +
~ ~ r
@ - ||k, VR )
~ 1- ~ -
" p”T + Ty |(V2kp'kp>|r
(Cauchy-Schwarz esitsizliginden)
~ 2 — ~ ~
< SR + VR 1) + 52 (v 2k, Ko
(Aritmetik- geometrik ortalama esitsizliginden)
”y YV, VR, + (Vk,, V'ER,)T) +
7R, &)

1+ ~ = ~ =
= (VIR KoY + (V717K B, ))
1—]/ ~ ~ r
+T|<V2kp,kp>|
1+ ~ =~ ~ =
< =L VIR, Ky) + IV PTR, K,))

1—y ~ o~
+—— [(V2k,, k)|
((2.1) esitsizliginden)

1+y TP
< — AV + V7 1*)k, k)

1- ~ -~
+ 2L ek R
(3.2)

Olur. Ayrica

[V, Kp) v*lz,,>|r:|<vﬁp,1zp><v§p,ﬁp>|r=
~ ~ ~ r ~ ~ r

|< ko, kp | |(Vkp'kp>| = |(Vkp'kp)| (3.3)

esitsizligi  bulunur. Simdi (3.2) ve (3.3)

esitsizlikleri kombinasyonlanarak

|2T

~ = 1+y PN
[(Vkp, k)| < ——=(AVIZT + IV 12Nk, Kp)

1- ~ -
T ek Rl

esitsizligi elde edilir. p € Q da supremum alarak

1

-~ -~ 2
sup,,ml(wp,k >| "< suppea((VIF +

V12, k) + =F sup,,eglw k, k|
ve
1+y .
ber?" (V) < 3 V2" + V2 || per
_yberT(VZ)

saglanir. Ispat tamamlanir.

Teorem 3.2. H = H(Q) bir UCHU ve V,R €
L(F) olsun. Bu durumdar > 1 vey € [0,1] i¢in

ber” (V*R) < ZIIVI + IRI lperber™?(V"R)

1-y
t

ber?(|V|" +i|R|")
elde edilir.

Ispat. p € Q keyfi bir sabit olsun. Bu durumda

[(V*REk,, k)|
~ ~ Tr
= |<Vkp,Rkp)|
= Y|(VR,, RR,)|*|(VE,, RK,))|
-~ ~ T
+(1- y)|(Vkp,Rkp)|

r/2



r/2| r/2| r/2

= v[[Vio [ lIRE, || [V, R )]

+ (= PVE, [ [RE, |
(Cauchy-Schwarz esitsizliginden)

14 ~ ~ ~ ~ /2
< (VR " + IRE ) |¢V,, RE )

11—y ~ r ~ nr
(V&I + [IRE, ")
(Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden)
= L((VIK,, ky)2 + (IV* 1%k, Ky)2 ) | (VE,, RE,)[?
1- 21y 1 \7 121, 1o \T
+T(<|V| kp:kp> +<|V | kp;kp> )
y SR A N . I
< < ({IVITko. ko) + (IRI"K), K, ))[(VK), RE))|?
1-— ~ - ~ o~
+T(<|V|rkp' kp>2 + (lerkp; kp)z)
((2.1) esitsizliginden)
y o~ N . T
Z v+ IRI"k,, ko) |[(VKy, RK,)|2

1- ot £ 2
+T|(|V| + iRk, k|

saglanir. p € Q esitsizlikte

supremum alarak

icin  yukaridaki

suppEQ|(V*REp, Ep)|r
T
(€Qvr + IRINK,, k)| VR, RE,)Z)

) ~ ~ |2
suppea|(IVI™ +ilRIMk,, k|

14
< zsuppeg

1—vy
t—

ve

ber” (V'R) < gmvv + |RI" lperber™2(V*R)

+— Y ber2(|VI" + i|R|")

ulasilir. Ispat tamamlanur.

Uyan 3.3. Teorem 3.2 de ifade edilen {ist sinir
(1.4) esitsizliginde verilen {ist smirdan daha
kiigiiktir. > 2 ve y € [0,1] olduguna dikkat
edilerek

ber” (V*R) < ZIIVI” + RI lperber™(V*R)

_|_
(Teorem 3.2 den)

- Y ber2([VI” + i|R|")
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ber” (V*R) < LIIVI + IRI lperber™(V"R)

1-y
+TIIIV|” + IR Il per
((1.5) esitsizliginden)
. Y
ber"(V'R) < ZIl(IVI" + IRI")? llper

1- 2r 2r
+—— VI + R lper
((1.4) esitsizliginden)
. 14
ber"(V'R) < ZIVI" + [RI* llper

1- 2r 2r
=NV + R per
((2.2) esitsizliginden)
1 2r 2r
= SV + R per

bulunur.

Asagidaki sonug [4] ¢alismasindaki Teorem 2.9’un
tyilestirilmis halidir.
Teorem 3.4. H = H(Q) bir UCHU ve V € L(H)
olsun. Bu durumda r > 2 ve her y € [0,1] i¢in

T r
ber™ (V) < Lber® (V12 +ilv*[2)

+

. Lber 2| |vir/2 + (v

ber
saglanir.

Ispat. Ep normallestirilmis tiretici ¢ekirdek olsun.
Bu durumda

[V, ko)
~ ~ T ~ ~ T

= y|[(Vk, k)| + (1 = 1)|(vk, k)|

< Y(IVIK,, Kp) 72V k), Ky )2

+ (1

~ o~ T/2 ~ - PPN

— VVR, R (IVIRy, Ry Y741V R, K774
(Karisik Schwarz esitsizliginden)

Y ~ s e
< E((lvlkp:kp)r + (lV |kp: kp)r)

1- ~ - o -~
+Ty |<Vkp'kp>|r/2 (|<|V|kp’kp)|r/2

11> 1s /2
+ [V Ik, k)| )
(Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden)
14 ~ e ar/20 T
< Z(VI7Ro Rp)? + (V172K K,))

r/2

—y o
+Ty|(Vkp,kp)| (V772 + [V ]T72)k,, k)



esitsizligi  saglanir. p € Q  igin

esitsizlikte supremum alarak

yukaridaki

-~ -~ r
Supp€Q|(Vkp;kp>|
Y o or (r/2e o
< Zsuppea({IVIT/2k,, ko) + (IV*172k), K, )?)

n - r/2

L suppea (VR )" 4(1V1772
+ |V*|r/2)f<p'f<p))

2

sonucuna ulasilir. Bu da agiktir ki

T T
ber™ (V) < gberz (W2 +ilv12)
1—y

2

+ =L ber™2W)||[VIT/Z + VeI

ber
dir.

Uyar1 3.5. Teorem 3.4 de ifade edilen st sinir
(1.7) esitsizliginde verilen {ist smirdan daha
kiigiiktir. > 2 ve y € [0,1] olduguna dikkat
edilerek

ber™ (V)
Yo il ok
< 3 ber (|V|2+l|V |z)

Lberrizqn||vir/z + jv=1772||

* 2 ber
)4 r *|T
< ZHVIT+ 1V llper
_y .
+——ber 2|12 + VI

((1.5) esitsizliginden)
)4 x
< TNV + 1V T ller

w2 Lber2@) (v + ey

((1.7) esitsizliginden)
Y . 1—y )
< ZIVE + 1V ller +—5 = NV + 1V ller
((2.2) esitsizliginden)
1
< SIVE + 1V lper

elde edilir.

KAYNAKLAR

[1] M. Al-Dolat, “General upper bounds for the numerical
radii of powers of Hilbert space operators”, The Eurasia
Proceedings of Science, Technolojy, Engineering &
Mathematics (EPSTEM), 22 (2023), 15-25.

[2] M. Al-Dolat, F. Kittanech, “Upper bounds for the
numerical radii of power Hilbert space operators”,
Quoest. Math., (2023), 1-12.

[3] N. Aronzajn, “Theory of reproducing kernels, Trans.
Amer. Math. Soc., 68 (1950), 337-404

[4] J. Aujla, F. Silva, “Weak majorization inequalities and
convex functions, Linear Algebra Appl., 369 (2003),
217-233.

[5] H. Bagaran, M. Giirdal, “Berezin number inequalities
via inequality, Honam Math. J., 43(3) (2021), 523-537.

[6] H. Basaran, V. Giirdal, “Berezin radius and Cauchy-
Schwarz inequality, Montes Taurus J. Pure Appl. Math.,
5(3) (2023), 16-22.

[71 H. Basaran, M.B. Huban, M. Giirdal, “Inequalities
related to Berezin norm and Berezin number of
operators, Bull. Math. Anal. Appl., 14(2) (2022), 1-11.

[8] F.A. Berezin, “Covariant and contravariant symbols for
operators, Math. USSR-lIzvestiya, 6 (1972), 1117-1151.

[9] M.L. Buzano, “Generalizzatione della disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz”, Rend. Semin. Mat. Univ. Politech.
Torino, 31 (1971/73) (1974) 405-409.

[10] I. Chalendar, E. Fricain, M. Giurdal, M. Karaev,
"Compactness and Berezin symbols”, Acta Sci. Math.,
78 (2012), 315-329.

[11] S.S. Dragomir, “Power inequalities for the numerical
radius of a product of two operators in Hilbert spaces”,
Sarajevo J. Math., 18 (2009), 269-278.

[12] M. Garayev, F. Bouzeffour, M. Gurdal, C.M. Yangoz,
"Refinements of Kantorovich type, Schwarz and
Berezin number inequalities”, Extracta Math., 35(1)
(2020), 1-20.

[13] M.T. Garayev, M. Giirdal, A. Okudan, “Hardy-Hilbert's
inequality and a power inequality for Berezin numbers
for operators”, Math. Inequal. Appl., 19 (2016), 883-
891.

[14] M.T. Garayev, H. Guedri, M. Giirdal, G.M. Alsahli,
“On some problems for operators on the reproducing
kernel Hilbert space”, Linear Multilinear Algebra,
69(11) (2021), 2059-2077.

[15] M.T. Garayev, M. Giirdal, S. Saltan, “Hardy type
inequaltiy for reproducing kernel Hilbert space
operators and related problems™, Positivity, 21 (2017),
1615-1623.

[16] M.B. Huban, H. Bagaran, M. Giirdal, “New upper
bounds related to the Berezin number inequalities”, J.
Inequal. Spec. Funct., 12(3) (2021), 1-12.

[17] M. B. Huban, H. Bagaran, M. Giirdal, “Some new
inequalities via Berezin numbers,” Turk. J. Math.
Comput. Sci., 14(1) (2022), 129-137.

[18] M.T. Karaev, “Berezin symbol and invertibility of
operators on the functional Hilbert spaces”, J. Funct.
Anal., 238 (2006), 181-192.

[19] M.T. Karaev, “Reproducing Kkernels and Berezin
symbols techniques in various questions of operator



theory”, Complex Anal. Oper. Theory, 7 (2013), 983-
1018.

[20] F. Kittaneh, “Notes on some inequalities for Hilbert

space operators”, Publ. Res. Ins. Math. Sci., 24 (1988),
283-293.

[21] U. Yamanci, R. Tung, M. Giirdal, “Berezin number,
Griiss-type inequalities and their applications”, Bull.
Malays. Math. Sci. Soc., 43(3) (2020), 2287-2296.

77



