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Özet –Matematik ve matematiksel fizikteki birçok araştırmacı, üretici çekirdekli Hilbert uzay operatörün 

Berezin sembolü konusunda son yıllarda çalışmalar yapmaktadır. Bu yönde, bazı araştırmacılar (1.2) 

Berezin eşitsizliği ile ilgili önemli çalışmalar sürdürmüştür ([12-17]). Gerçekte, bu eşitsizliğin 

geliştirilmiş ve iyileştirilmiş versiyonları araştırmacıların son yıllarda ilgisini attırmaktadır ([5-7]. Bu 

araştırmanın amacı, üretici çekirdekli Hilbert uzayındaki operatörler için Berezin dönüşümünün bazı üst 

sınırları ifade etmektir. Bazı bilinen Berezin sayısı eşitsizliklerini iyileştirmek ve genelleştirmek için bu 

üst sınırlar kullanılacaktır. Al-Dolat ve Kittaneh ([2]) eşitsizliğinin Berezin sayısına göre versiyonu 

ispatlanmıştır. Bu versiyon yardımıyla bu eşitsizlikler ispatlanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler – Berezin Sayısı, Genel Operatör Normu, Cauchy-Buzano Eşitsizliği, Aritmetik-Geometrik Ortalama 

Eşitsizliği, Karışık Schwarz Eşitsizliği 

I. GİRİŞ 

Matematik ve matematiksel fizikteki birçok 

araştırmacı, üretici çekirdekli Hilbert uzay 

operatörün Berezin sembolü konusunda son 

yıllarda çalışmalar yapmaktadır. Bu yönde, bazı 

araştırmacılar (1.2) Berezin eşitsizliği ile ilgili 

önemli çalışmalar sürdürmüştür ([12-17]). 

Gerçekte, bu eşitsizliğin geliştirilmiş ve 

iyileştirilmiş versiyonları araştırmacıların son 

yıllarda ilgisini attırmaktadır ([5-7]. Bu 

araştırmanın amacı, üretici çekirdekli Hilbert 

uzayındaki operatörler için Berezin dönüşümünün 

bazı üst sınırları ifade etmektir. Bazı bilinen 

Berezin sayısı eşitsizliklerini iyileştirmek ve 

genelleştirmek için bu üst sınırlar kullanılacaktır. 

Al-Dolat ve Kittaneh ([2]) eşitsizliğinin Berezin 

sayısına göre versiyonu ispatlanmıştır. Bu versiyon 

yardımıyla bu eşitsizlikler ispatlanmıştır. 

Bir üretici çekirdekli Hilbert uzayı (kısaca, ÜÇHU) 

veya fonksiyonel Hilbert uzayı (kısaca FHU) 

𝜓𝜌(𝑓) = 𝑓(𝜌), 𝜌 ∈ 𝛺 fonksiyonelleri ℋ üzerinde 

sürekli olacak şekilde bazı 𝛺 kümesi üzerinde 

karmaşık değerli fonksiyonların ℋ = ℋ(𝛺) 

Hilbert uzayı olduğunu hatırlatalım. Buradan 

fonksiyonel analizdeki Riesz teoreminden her 𝜌 ∈
𝛺 ve 𝑓 ∈ ℋ için 𝑓(𝜌) = ⟨𝑓, 𝑘𝜌⟩ olacak şekilde bir 

tek 𝑘𝜌 ∈ 𝐻 fonksiyonu vardır. Aynı zamanda 

{ 𝑘𝜌: 𝜌 ∈ 𝛺} kümesi ℋ uzayının üretici 

çekirdeğidir.  

 

Tanım 1.1. ℋ bir fonksiyonel Hilbert uzay. Eğer 𝑉 

opertörü ℋ üzerinde sınırlı doğrusal bir operatör 

ise 𝜌 ∈ Ω için 

i. 𝑉 nin Berezin sembolü(dönüşümü)  

�̃�(𝜌) ≔ 〈Vk̂𝜌, k̂𝜌〉 ℋ, 

ii. 𝑉 nin Berezin kümesi(aralığı)  

Ber(V) ≔ Range(Ṽ) = {Ṽ(𝜌): 𝜌 ∈ Ω}, 

iii. 𝑉 nin Berezin sayısı(yarıçapı)  

ber(V) ≔ sup
𝜌∈Ω

|�̃�(𝜌)| 

ile tanımlanır. Üretici çekirdekli Hilbert uzayları ve 

Berezin sembolü hakkında daha fazla bilgi için 

Aronzajn [3] ve Berezin [8] çalışmalarına bakınız. 
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Üstteki Tanım 1.1’deki ii. ve iii. de verilen kısımlar 

ile ilgili incelemeler Karaev tarafından [16]'da 

ÜÇHU üzerindeki operatörler için verilmiştir. Bu 

yeni kavramlarla ilgili temel özellikler ve gerçekler 

için [10, 14, 19, 21] çalışmalarına bakınız. 

ℋ uzayında keyfi sınırlı doğrusal 𝑉 operatörü için 

Berezin sembolü �̃� sınırlı bir fonksiyoneldir. Bir 

operatörün bazı temel özellikleri bu operatörün 

Berezin sembolü olan �̃� nın özelliklerine yansır. 

Berezin sembolü ilk olarak F. Berezin tarafından 

[8]'de verilmiş ve operatör teorisinin çoğu 

sonuçlarını elde etmede hayati bir yöntem olma 

özelliğini içinde barındırmış bir teori olarak 

literatüre girmiştir. Sırasıyla 𝐵𝑒𝑟(𝑇) ve 𝑏𝑒𝑟(𝑇) ile 

de gösterilen Berezin kümesi ve sayısı ilk olarak 

Karaev tarafından [18]’de verilmiştir. 

Bu çalışmamızda (ℋ, 〈. , . 〉) ikilisinin karmaşık bir 

Hilbert uzayı ve ℒ(ℋ) ifadesinin ℋ uzayında tüm 

sınırlı doğrusal operatörlerin 𝐶∗-cebirini 

gösterdiğini kabul edelim. 𝑉 operatörünün nümerik 

aralığı ve yarıçapı sırasıyla  

𝑊(𝑉) ≔ {⟨𝑉𝑥, 𝑥⟩: 𝑥 ∈ ℋ 𝑣𝑒 ‖𝑥‖ = 1}  

ve  

𝑤(𝑉) ≔ 𝑠𝑢𝑝{|⟨𝑇𝑥, 𝑥⟩|: 𝑥 ∈ ℋ(Ω) 𝑣𝑒 ‖𝑥‖ = 1} 

ile verilir. Bir operatörün nümerik aralığının bir 

operatörün spektrumunun, nümerik aralığının 

kapanışında yer aldığı gibi bazı ilginç özellikleri 

vardır. Bu teori ile ilgili temel bilgiler için 

[1,2,3,11] ve referanslarını verebiliriz 

 

Al-Dolat ve Kittaneh [2] aşağıdaki eşitsizliği 

göstermişlerdir. 𝑟 ≥ 1 ve 𝛾 ∈ [0,1] için 

 

𝑤2𝑟(𝑉) ≤
1 + 𝛾

4
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑉∗|2𝑟‖

+
1 − 𝛾

2
𝑤𝑟(𝑉)2. 

 

Diğer taraftan herhangi 𝑉 ∈ ℒ(ℋ)  için 

1

2
‖𝑉‖ ≤ 𝑤(𝑉) ≤ ‖𝑉‖                                       (1.1) 

ve 

𝑏𝑒𝑟(𝑉) ≤ 𝑤(𝑉) ≤ ‖𝑉‖                                    (1.2) 

iyi bilinen eşitsizliklerdir. 

 

Huban vd. [16, 17] aşağıdaki sonuçları ifade 

etmiştir. 

𝑉, 𝑅 ∈ ℒ(ℋ)  ve 𝑟 ≥ 1 için 

1

4
‖|𝑉|2 + |𝑉∗|2‖𝑏𝑒𝑟 ≤ 𝑏𝑒𝑟(𝑉) ≤

1

2
‖|𝑉|2 +

|𝑉∗|2‖𝑏𝑒𝑟                                                          (1.3) 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
1

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟                 (1.4) 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
1

2
𝑏𝑒𝑟(|𝑅|𝑟 + 𝑖|𝑉|𝑟)2 ≤

1

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟                                         (1.5) 

ve 

𝑏𝑒𝑟(𝑉) ≤
1

2
‖|𝑉| + |𝑉∗|‖𝑏𝑒𝑟 ≤

1

2
(‖𝑉‖𝑏𝑒𝑟 +

‖𝑉2‖
𝑏𝑒𝑟

1

2 ).                                                         (1.6) 

2022’de Başaran vd. [7] aşağıdaki eşitsizliği 

göstermiştir. 

𝑉 ∈ ℒ(ℋ)  ve 𝑟 ≥ 1 için 

𝑏𝑒𝑟2𝑟(𝑉) ≤
1

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑉∗|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟                 (1.7) 

dir. 

II. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu kısımda, ihtiyaç duyulan ve sonuçlarımızda 

direk olarak kullanacağımız önemli bazı 

eşitsizliklerin verildiği sonuçlar takdim edilmiştir. 

 

Yardımcı Teorem 2.1. ([20]) ‖x‖ = 1 ile 𝑥 ∈ ℋ 

ve 𝑉 ∈ ℒ(ℋ) bir pozitif operatör olsun. O halde 

𝑟 ≥ 1 için 
〈𝑉𝑥, 𝑥〉𝑟 ≤ 〈𝑉𝑟𝑥, 𝑥〉                                       (2.1) 

sağlanır. 

 

Yardımcı Teorem 2.2. ([4]) f fonksiyonu [0,∞) 

üzerinde negatif olmayan ve 𝑉, 𝑅 ∈ ℒ(ℋ) pozitif 

operator olsunlar. Bu durumda 

‖𝑓 (
𝑉+𝑅

2
)‖ ≤ ‖

𝑓(𝑉)+𝑓(𝑅)

2
‖                                (2.2) 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Yardımcı Teorem 2.3. ([9]) ‖c‖ = 1 ile 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈
ℋ olsun. Bu durumda 

|〈𝑎, 𝑐〉〈𝑐, 𝑏〉| ≤
1

2
(‖a‖‖b‖ + |〈𝑎, 𝑏〉|)               (2.3) 

eşitsizliği elde edilir. 
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III. TEMEL SONUÇLAR 

 

Teorem 3.1. ℋ = ℋ(Ω) bir ÜÇHU ve 𝑉 ∈ ℒ(ℋ) 

olsun. Bu durumda 𝑟 ≥ 1 ve 𝛾 ∈ [0,1] için 

 

𝑏𝑒𝑟2𝑟(𝑉) ≤
1+𝛾

4
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑉∗|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟 +

1−𝛾

2
𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉2)                                                     (3.1) 

sağlanır  

 

İspat. k̂𝜌 normalleştirilmiş üretici çekirdek olsun. 

Yardımcı Teorem 2.3’te 𝑎 = 𝑉k̂𝜌, 𝑏 = 𝑉∗k̂𝜌 ve 

𝑐 = k̂𝜌 alınarak 

 

|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉〈k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉| ≤
1

2
(‖𝑉k̂𝜌‖‖𝑉∗k̂𝜌‖ +

|〈𝑉k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉|)  

 

elde edilir. 𝑟 ≥ 1 için 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑟 nin 

dışbükeyliğinden 

 

|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉〈k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉|
𝑟
 

≤ (
‖𝑉k̂𝜌‖‖𝑉∗k̂𝜌‖

2
+

|〈𝑉k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉|

2
)

𝑟

 

≤
‖𝑉k̂𝜌‖

𝑟
‖𝑉∗k̂𝜌‖

𝑟

2
+

|〈𝑉k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉|
𝑟

2
 

≤
‖𝑉k̂𝜌‖

𝑟
‖𝑉∗k̂𝜌‖

𝑟

2
+

1

2
(𝛾 ||〈𝑉k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉||

𝑟

+

(1 − 𝛾) ||〈𝑉k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉||
𝑟

)  

≤
1 + 𝛾

2
‖𝑉k̂𝜌‖

𝑟
‖𝑉∗k̂𝜌‖

𝑟
+

1 − 𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
 

(Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden) 

≤
1+𝛾

4
(‖𝑉k̂𝜌‖

2𝑟
+ ‖𝑉∗k̂𝜌‖

2𝑟
) +

1−𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
  

(Aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliğinden) 

≤
1+𝛾

4
(〈𝑉k̂𝜌, 𝑉k̂𝜌〉𝑟 + 〈𝑉∗k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉𝑟) +

1−𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
  

=
1 + 𝛾

4
(〈|𝑉|2k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟 + 〈|𝑉∗|2k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟)

+
1 − 𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
 

≤
1 + 𝛾

4
(〈|𝑉|2𝑟k̂𝜌, k̂𝜌〉 + 〈|𝑉∗|2𝑟k̂𝜌, k̂𝜌〉)

+
1 − 𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
 

((2.1) eşitsizliğinden) 

≤
1 + 𝛾

4
〈(|𝑉|2𝑟 + |𝑉∗|2𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌〉

+
1 − 𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
 

                                                                          (3.2) 

 

olur. Ayrıca 

 

|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉〈k̂𝜌, 𝑉∗k̂𝜌〉|
𝑟

= |〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟

=

|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟
|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
= |〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|

2𝑟
         (3.3) 

 

eşitsizliği bulunur. Şimdi (3.2) ve (3.3) 

eşitsizlikleri kombinasyonlanarak 

 

|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
2𝑟

≤
1 + 𝛾

4
〈(|𝑉|2𝑟 + |𝑉∗|2𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌〉

+
1 − 𝛾

2
|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
 

 

eşitsizliği elde edilir. 𝜌 ∈ Ω da supremum alarak 

 

𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
2𝑟

≤
1+𝛾

4
𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω〈(|𝑉|2𝑟 +

|𝑉∗|2𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌〉 +
1−𝛾

2
𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω|〈𝑉2k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟
  

 

ve  

 

𝑏𝑒𝑟2𝑟(𝑉) ≤
1 + 𝛾

4
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑉∗|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉2) 

sağlanır. İspat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2. ℋ = ℋ(Ω) bir ÜÇHU ve 𝑉, 𝑅 ∈
ℒ(ℋ) olsun. Bu durumda 𝑟 ≥ 1 ve 𝛾 ∈ [0,1] için 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟‖𝑏𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉∗𝑅)

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟2(|𝑉|𝑟 + 𝑖|𝑅|𝑟) 

elde edilir. 

 

İspat. 𝜌 ∈ Ω keyfi bir sabit olsun. Bu durumda 

 

|〈𝑉∗𝑅k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟
 

= |〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|
𝑟
 

=  𝛾|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|
𝑟/2

|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|
𝑟/2

+ (1 − 𝛾)|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|
𝑟
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=  𝛾‖𝑉k̂𝜌‖
𝑟/2

‖𝑅k̂𝜌‖
𝑟/2

|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|
𝑟/2

+ (1 − 𝛾)‖𝑉k̂𝜌‖
𝑟
‖𝑅k̂𝜌‖

𝑟
 

(Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden) 

≤
 𝛾

2
(‖𝑉k̂𝜌‖

𝑟
+ ‖𝑅k̂𝜌‖

𝑟
)|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|

𝑟/2

+
1 −  𝛾

2
(‖𝑉k̂𝜌‖

𝑟
+ ‖𝑅k̂𝜌‖

𝑟
) 

(Aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliğinden) 

=
 𝛾

2
(〈|𝑉|2k̂𝜌, k̂𝜌〉

𝑟

2 + 〈|𝑉∗|2k̂𝜌, k̂𝜌〉
𝑟

2) |〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|
𝑟

2  

+
1 −  𝛾

2
(〈|𝑉|2k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟 + 〈|𝑉∗|2k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟) 

≤
 𝛾

2
(〈|𝑉|𝑟k̂𝜌, k̂𝜌〉 + 〈|𝑅|𝑟k̂𝜌, k̂𝜌〉)|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|

𝑟
2 

+
1 −  𝛾

2
(〈|𝑉|𝑟k̂𝜌, k̂𝜌〉2 + 〈|𝑅|𝑟k̂𝜌, k̂𝜌〉2) 

((2.1) eşitsizliğinden) 

=
 𝛾

2
〈(|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌〉|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|

𝑟
2 

+
1 −  𝛾

2
|(|𝑉|𝑟 + 𝑖|𝑅|𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌|

2
 

 

sağlanır. 𝜌 ∈ Ω için yukarıdaki eşitsizlikte 

supremum alarak 

 

𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω|〈𝑉∗𝑅k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟
 

≤
 𝛾

2
𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω (〈(|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌〉|〈𝑉k̂𝜌, 𝑅k̂𝜌〉|

𝑟
2) 

+
1 −  𝛾

2
𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω|(|𝑉|𝑟 + 𝑖|𝑅|𝑟)k̂𝜌, k̂𝜌|

2
 

 

ve 

 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟‖𝑏𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉∗𝑅)

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟2(|𝑉|𝑟 + 𝑖|𝑅|𝑟) 

 

ulaşılır. İspat tamamlanır. 

 

Uyarı 3.3. Teorem 3.2 de ifade edilen üst sınır 

(1.4) eşitsizliğinde verilen üst sınırdan daha 

küçüktür. 𝑟 ≥ 2 ve 𝛾 ∈ [0,1] olduğuna dikkat 

edilerek 

 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟‖𝑏𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉∗𝑅)

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟2(|𝑉|𝑟 + 𝑖|𝑅|𝑟) 

(Teorem 3.2 den) 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟‖𝑏𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉∗𝑅)

+
1 − 𝛾

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

((1.5) eşitsizliğinden) 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
𝛾

4
‖(|𝑉|𝑟 + |𝑅|𝑟)2‖𝑏𝑒𝑟

+
1 − 𝛾

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

((1.4) eşitsizliğinden) 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉∗𝑅) ≤
𝛾

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟

+
1 − 𝛾

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

((2.2) eşitsizliğinden) 

=
1

2
‖|𝑉|2𝑟 + |𝑅|2𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

 

bulunur. 

 

Aşağıdaki sonuç [4] çalışmasındaki Teorem 2.9’un 

iyileştirilmiş halidir. 

 

Teorem 3.4. ℋ = ℋ(Ω) bir ÜÇHU ve 𝑉 ∈ ℒ(ℋ) 

olsun. Bu durumda 𝑟 ≥ 2 ve her  𝛾 ∈ [0,1] için 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉) ≤
𝛾

2
𝑏𝑒𝑟2 (|𝑉|

𝑟
2 + 𝑖|𝑉∗|

𝑟
2) 

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉)‖|𝑉|𝑟/2 + |𝑉∗|𝑟/2‖

𝑏𝑒𝑟
 

sağlanır. 

 

İspat. k̂𝜌 normalleştirilmiş üretici çekirdek olsun. 

Bu durumda 

 

|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟
 

=  𝛾|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟

+ (1 − 𝛾)|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟
 

≤  𝛾〈|𝑉|k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟/2〈|𝑉∗|k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟/2

+ (1

− 𝛾)|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟/2

〈|𝑉|k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟/4〈|𝑉∗|k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟/4 

(Karışık Schwarz eşitsizliğinden) 

≤  
𝛾

2
(〈|𝑉|k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟 + 〈|𝑉∗|k̂𝜌, k̂𝜌〉𝑟) 

+
1 − 𝛾

2
|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟/2
(|〈|𝑉|k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟/2

+ |〈|𝑉∗|k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟/2

) 

(Aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliğinden) 

≤  
𝛾

2
(〈|𝑉|𝑟/2k̂𝜌, k̂𝜌〉2 + 〈|𝑉∗|𝑟/2k̂𝜌, k̂𝜌〉2) 

+
1 − 𝛾

2
|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟/2
〈(|𝑉|𝑟/2 + |𝑉∗|𝑟/2)k̂𝜌, k̂𝜌〉 
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eşitsizliği sağlanır. 𝜌 ∈ Ω için yukarıdaki 

eşitsizlikte supremum alarak 

 

𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|
𝑟
 

≤  
𝛾

2
𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω(〈|𝑉|𝑟/2k̂𝜌, k̂𝜌〉2 + 〈|𝑉∗|𝑟/2k̂𝜌, k̂𝜌〉2) 

+
1 − 𝛾

2
𝑠𝑢𝑝𝜌∈Ω (|〈𝑉k̂𝜌, k̂𝜌〉|

𝑟/2
〈(|𝑉|𝑟/2

+ |𝑉∗|𝑟/2)k̂𝜌, k̂𝜌〉) 

 

sonucuna ulaşılır. Bu da açıktır ki 

 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉) ≤
𝛾

2
𝑏𝑒𝑟2 (|𝑉|

𝑟
2 + 𝑖|𝑉∗|

𝑟
2) 

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉)‖|𝑉|𝑟/2 + |𝑉∗|𝑟/2‖

𝑏𝑒𝑟
 

 

dir. 

 

Uyarı 3.5. Teorem 3.4 de ifade edilen üst sınır 

(1.7) eşitsizliğinde verilen üst sınırdan daha 

küçüktür. 𝑟 ≥ 2 ve 𝛾 ∈ [0,1] olduğuna dikkat 

edilerek 

 

𝑏𝑒𝑟𝑟(𝑉) 

≤
𝛾

2
𝑏𝑒𝑟2 (|𝑉|

𝑟
2 + 𝑖|𝑉∗|

𝑟
2) 

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉)‖|𝑉|𝑟/2 + |𝑉∗|𝑟/2‖

𝑏𝑒𝑟
 

≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑉∗|𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

+
1 − 𝛾

2
𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉)‖|𝑉|𝑟/2 + |𝑉∗|𝑟/2‖

𝑏𝑒𝑟
 

((1.5) eşitsizliğinden) 

≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑉∗|𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

+
1 − 𝛾

4
𝑏𝑒𝑟𝑟/2(𝑉) ‖(|𝑉|𝑟/2 + |𝑉∗|𝑟/2)

2
‖

𝑏𝑒𝑟
 

((1.7) eşitsizliğinden) 

≤
𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑉∗|𝑟‖𝑏𝑒𝑟 +

1 − 𝛾

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑉∗|𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

((2.2) eşitsizliğinden) 

≤
1

2
‖|𝑉|𝑟 + |𝑉∗|𝑟‖𝑏𝑒𝑟 

 

elde edilir. 
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