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Ozet — Bu ¢alismada, G-metrik uzaylarda ¢ift diziler tanitilmis ve bu dizilerde G-yakinsaklik ve G-Cauchy
dizisi tanimlar1 verilmistir. Bu kavramlarla birlikte G-yakinsaklik bir ¢ift dizinin limit noktasinin tek
oldugu ve her G-yakinsaklik ¢ift dizinin bir G-Cauchy dizisi oldugu gosterilmistir. Bunlara ek olarak G-
metrik uzaylarda ¢ift diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik kavrami ele alinmistir.
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I. GIRIS Il. MATERYAL VE YONTEM

Metrik uzay kavrami pilir matematikte onemli bir
yere sahip olup bu kavrami genellestirmek icin
cesitli caligmalar yapilmistir ([5],[7],[14]). Bu
caligmalarin ardindan Mustafa ve Sims ([16],[17])
calismalarinda, literatiirdeki  belirli  eksikleri
gidererek genellestirilmis metrik uzaylar i¢in en
dogru notasyonu vermiglerdir. Choi vd. [9]
caligmasinda 3 nokta arasindaki uzakligi veren
genellestirilmis metrik uzaylara yeni bir bakis agis1
kazandirarak bu kavrami n + 1 nokta arasindaki
uzakligi veren n-inci dereceden genellestirilmis
metrik uzaylari tanitmislardir.

Calismamizda ele aldigimiz temel konulardan bir
digeri, farkli zamanlarda Fast [8] ve Steinhaus [10]
tarafindan ortaya atilan ve sonrasinda bir¢ok

onemli c¢alismanin yapilmasina Onciiliik eden
istatistiksel yakinsakliktir (bknz
[1]1.[4],[6].[11],[12],[15]). Choi wvd. tarafindan
tanimlanan  g-metrik  uzaylarda istatistiksel

yakinsaklik kavramini Abazari [13] tarafindan
verilmistir.

Matematikte her zaman 6nemli bir yere sahip olan
dizi kavrami i¢in, Pringsheim cift dizileri tanitarak,
bu diziler i¢in Pringsheim anlaminda yakinsaklik
tanimin1 vermistir ([2],[3]).

Tanmmm 1. N pozitif tamsayilar kiimesi tarafindan
kapsanan bir D altkiimesinin dogal yogunlugu,

1
6(D) =lim—|{k € D: k < n}|
nn

seklinde tanimli olup, istatistiksel yakisaklik
kavrami dogal yogunluk yardimiyla asagidaki
sekilde tanimlanir:

Tanim 2. Bir (ay,) say: dizisi her € > 0 igin,

1
lim—|[{k <n:|la, —al =€} =0
nn

saglaniyorsa (ay) dizisi, a degerine istatistiksel
yakinsaktir denir ve st — lim a;, = « ile gosterilir.

Ayrica, her € > 0 icin
1
lim—|[{k < n:|a, —ay| =€} =0
nn

olacak sekilde bir N pozitif tamsayis1 varsa, (o)
dizisine bir istatistiksel Cauchy dizisi denir.
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Tammm 3. Y bostan farkli bir kiime ve N pozitif
tamsayilar kiimesi olmak tiizere

a:NxXN-Y, (]',k)—>ajk

biciminde tanimli fonksiyona bir ¢ift dizi denir ve
(ajk) ile gosterilir.

Bir (aji) cift dizisi her € > 0 igin, bir n, pozitif
tamsayisi var dyle ki her j, k > n, iken

|ajk—a| <eg

esitsizligi saglanityorsa, bu diziye Pringsheim
anlaminda yakinsaktir denir.

Ayni zamanda, (ajk) cift dizisi her € > 0 igin, bir
N pozitif tamsayist var Oyle ki her p >j > N ve
q =k =N iken

|“pq - “jkl <g

esitsizligi bu dizi bir

dizisidir.

saglaniyorsa, Cauchy

Tamim 4. Y bostan farkli bir kiime olmak iizere
G:Y XY XY - R* fonksiyonu her a,8,y,6 €Y
1¢in;

(G1) a=B=yiseG(a,B,y) =0,

(Gy) a#pBiseG(a,p,y) >0,

(G3) ﬂ * Y ise G(ar a;ﬁ) < G(a,ﬁ,)/),
(G4) G(“ug;]/) = G((X,y,ﬁ) =

(GS) G((X, B' Y) < G(O{, 6! 6) + G(6,ﬁ,Y)

sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona Y {izerinde bir
G-metrik ve (Y, G) ikilisine de bir G-metrik uzay
denir.

Onerme 5. (Y,G) bir G-metrik uzay olmak iizere
her a, B,y,6 € Y i¢in asagidakiler saglanir:

(D) G(a,B,y)=0isea=p =y,

(iD) G(a, B,y) < G(a,a,B) + G(a,a,y),
(iii) G(a, B, B) < 2G(a, a, B),

(iv) G(a,B,v) < G(a,6,y) + G(6,B,7v),

@) 6(@B,Y) <3[6(@ B 8) + G(a,8,7) +
G(8,8.1)],
(i) G(a, B,Y) < G(a,8,8) + G(B,5,8) + G(y,5,5).

Tanmmm 6. (Y,G) bir G-metrik uzay ve (a,) bu
uzayda bir dizi olsun.

(i) Her € > 0 igin,
G(a,a,, ay) <&

olacak bi¢imde bir ny, € N var ve n,m = n, ise,
(a,,) dizisi a noktasina G-yakinsaklik denir.

(ii) Her € > 0 igin,
G(anl T, al) <e¢

olacak bi¢imde bir ny, € N var ve n,m, [ > n, ise,
(a,,) dizisine G-Cauchy dizisi denir.

Abazari [13] tarafindan verilen tanima gore G-
metrik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik asagidaki
gibi tanimlanir:

Tanmm 7. D € N? ve D(n) = {(iy,i,) € D: iy,i, < n}
olmak tzere

2
62(D) = lim—[D(n)|
nn

esitligine D kiimesinin 2-boyutlu dogal yogunlugu
denir.

Tammm 8. (Y,G) bir G-metrik uzay ve (a,) bu
uzayda bir dizi olmak iizere, her € > 0 igin,

2
lignﬁ |{(i1,i2) € N2:iy,i, < n,G(a, ail,aiz) > £}| =0

saglaniyorsa (a,) dizisi, a degerine G-istatistiksel

yakinsaktir denir ve GS —lima, =a veya a,
GS
— « ile gosterilir.
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n.BULGULAR

Tanm 9. (Y,G) bir G-metrik uzay ve (a;;) bu
uzayda bir ¢ift dizi olsun.

(i) Her € > 0 igin,
G((Z, jiky» ajzkz) <g

olacak bi¢cimde bir ny € N var oyle ki jy,j, = ng
ve ki k, =ng ise, (aj) dizisi Pringsheim
anlaminda G-yakinsaktir denir. Burada «, (ajk)
dizisinin Pringsheim limitidir.
(ii) Her € > 0 i¢in,

G(ajoko’ af1k1' ajzkz) <é€
olacak bi¢imde bir n, € N var oyle ki j, = j; =
Ja =1 Ve kg = kg >k, >ny ise, (aj) dizisine
bir G-Cauchy dizisi denir.
Onerme 10. Asagidaki ifadeler dogrudur:
(i) G-yakinsak bir ¢ift dizinin limiti tektir.
(ii) G-metrik uzaylarda her G-yakinsak ¢ift dizi bir
G-Cauchy dizisidir.
Ispat:

(i) (Y, G) bir G-metrik uzay ve (a;, ) bu uzayda bir
¢ift dizi olsun. Kabul edelim ki a,f €Y, ()
dizisinin farkli iki G-limiti olsun. O halde her & >

0 i¢in, nq,n, € N vardir dyle ki;

& . .
G(Of, afjlkl,aszkz) < 3 (]1,]2 =nq Ve kl, kz = nl)
ve

& . .
G(B, @k, @jk,) < 5 UnJj2 21y veky, ky 2 ny)
elde edilir. N = maks{n,,n,} alahm. n, = N ise,

G(a, B, B)
= G(a' anono’ anono) + G(anono’ ﬁ’ ﬁ)
= G(a' anono’ anono) + ZG(B’ anono’ anono)
£§+2§=£

olup, burada ¢ keyfi oldugundan G(a, 8, 8) = 0 yani
a = ( elde edilir.

(ii) (Y, G) bir G-metrik uzay ve (aj;) bu uzayda a
noktasina G-yakinsak bir ¢ift dizi olsun. O halde
her € > 0 i¢in, bir n, € N vardir 6yle ki,

& . .
G(a,ajlkl,ajzkz) <E (]1,]2 =>ng Ve ky, ky ZTLO)
Buradan

G(afoko’ jikey afzkz)
= § [G (ajoko’ aj1k1’ (X) + G(ajoko’ a, afzkz)
+ G(CZ, aj1k1’ ajzkz)]

elde edilir. O halde (aj;) dizisi bir G-Cauchy
dizisidir.

Tammm 11. M € N? x N? kiimesi ve

M(n,m) = { (G J2), (ky, k3)) € M: }

jl'jZ Snl klpkz Sm

olsun. M kiimesinin 2-boyutlu dogal yogunlugu

2
6,(M) = E%W|M(n’m)|

bigiminde tanimlanir.

Tanmm 12. (Y,G) bir G-metrik uzay ve (a;;) bu
uzayda bir ¢ift dizi olsun.

(i) Her £ > 0 i¢in,

2
lim——
r}?nl (nm)?

{th <nkyk, < m:}

G (a, “jlkl'“jzkz) =€

saglaniyorsa () dizisi, a degerine G-istatistiksel
yakinsaktir denir ve GS, — lim aj, = a veya

GS
ajk—2>a ile gosterilir. Tim  G-istatistiksel

yakinsak ¢ift dizilerin kiimesi G S, ile gosterilir.

(ii) Her € > 0 igin,
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2
lim—— =
152 (nm)?

{1'1;1'2 <nky,k, <m: }
&

G (ajoko' ajlkl' ajsz) =

olacak bi¢imde j,, ko € N ve j, <n, ,k, < m varsa
(aji) dizisine istatistiksel G-Cauchy dizisi denir.

Teorem 13. Her G-yakinsak cift dizi G-istatistiksel
yakinsaktir.

Ispat: (a;x), (Y, G) uzayinda a noktasina yakinsak
bir ¢ift dizi olsun. Her € > 0 ig¢in, j;,j, = ng Ve
ki, k, = ny olacak bicimde bir ny € N vardir oyle
Ki

G(a’ Ajiky» ajzkz) <&
olsun.

((jl;jz)' (k1,k2)) € N? x N2:
JuJ2 SN ky ky <m,

G (a, @; ey ajzkz) <¢g

K(n,m) =

kiimesini ele alalim. Buradan

|K(n,m)| = (nmz— n%)

ve

|K(n,m)| = lim

(nm — n%) —1
n,m (nm)?

. 2
17{17‘2 (nm)? 2

olup, bdylece GS; —limaj, = a oldugu elde
edilir.

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir; yani,
(ajk) cift dizisi G-istatistiksel yakinsak iken G-
yakinsak olmasi1 gerekmez.

Ornek 14. Y = R ve G: R® - R* fonksiyonu
G(a,B,y) = maks{la — Bl,la =yl |3 — v}
yukaridaki gibi tanimli olsun. Bu uzayda

_ {jk, jve k tam kare
%k =0, diger durumlar

biciminde tammli (ajy) cift dizi G-istatistiksel
yakinsak iken G-yakinsak degildir.

Teorem 15. G-metrik uzaylarda bir cift dizi G-
istatistiksel yakinsak ise bu limit tektir.

Ispat: (Y, G) bir G-metrik uzay ve () bu uzayda
GS
bir ¢ift dizi olmak iizere a # § i¢in aj, — & ve
GS:
@i = B olsun. Keyfi € > 0 igin,
((fl:jz): (k1 kz)) € N x N2

P(e) = €
G(CZ, aj1k1’ ajzkz) = Z

ve
© (U j2), (k1 ky)) € N2 x N2
G(B, @iy Yiyk,) = 1
GS; GS,
olsun. aj —a ve aj—f oldugundan

5;(P(e))=0 ve &(R())=0 elde edilir.
S(&) = P(&) U R(g) alalim, o halde &,( S(e)) =0
olup 8,( S¢(¢)) = 1 elde edilir.

(G J2), (ke  k2)) € S€(e) olsun.

G(a, B, B)

< G(a’ jikys aj1k1) + G(aj1k1"8"8)

= G(a’ Qjikq» af1k1) + ZG(ﬁ’ Qjikq» aj1k1)

= Z[G(a' Qjikq ajzkz) + G(ﬁ' Qjikys afzkz)]

£ €

<2(5+7) =¢
olup, € keyfi oldugundan, G(a,B,B8) =0 elde
edilir. Boylece @ = B olup, limit tektir.

Teorem 16. Her G-istatistiksel yakinsak ¢ift dizi
bir istatistiksel G-Cauchy dizisidir.

Ispat: (aj), (Y,G) uzayinda a noktasina G-
yakinsak bir ¢ift dizi ve € > 0 olsun. O halde

2

lim—— €
nm (nm)?

J1,J2 S ky ky <m:
=1
{G(a, aj1k1’afzkz) < g}

esitligi saglanir. Buradan
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G(jokor Wity Yike,)

< G(ajoko,a, a) + G(ajlkl, a, a) + G(ajzkz,a, a)

G(Ol, joko afoko) + G((Z, Ajikq aj1k1)]
+G(a, aj,x,, k)

G(a, iy @, k,) + G(@ @) iy, ajzkz)l
+G(CZ, @i ky» ajzkz)

<a(fried) -

IA

2

IA
(\®)

elde edilir. Boylece (aj)) dizisi istatistiksel G-
Cauchy dizidir.

IV.SONUCLAR

Calismamizda, klasik metrigin bir genellemesi olan
ve li¢c nokta arasindaki mesafeyi Olgen G-metrik
uzay kavrami ele alinarak bu uzaylarda cift dizi
kavrami tanitilmig ve bu dizilerde G-yakinsaklik ve
G-Cauchy dizisi tanimlar1 verilmistir. Ayrica bu
uzaylardaki ¢ift diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik
kavrami ele alinarak klasikteki temel teoremler
ifade edilmis olup literatiirde ele alinan ¢aligsmalara
daha genel bir bakis acist sunulmustur.
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