2" International Conference on Scientific
and Academic Research

March 14-16, 2023 : Konya, Turkey

All Sciences Proceedings
http://as-proceeding.com/

© 2023 Published by All Sciences Proceedings

Dual Fibonacci ve Lucas 3-Parametreli Genellestirilmis Kuaterniyonlari

Zafer UNALY"

Matematik Boliimii, Fen Fakiiltesi, Kastamonu Universitesi, T tirkiye

*(zunal@kastamonu.edu.tr) Baslica yazarin mail adresi

Ozet — Fibonacci sayilari, tam say1 dizileri iginde belki de en iinlii olanidir. Bir¢ok arastirmaci bu dizi
lizerine sayisiz ¢alisma yapmistir. Ayni indirgeme bagintist ile verilen Lucas sayilar1 da Fibonacci kadar
popiilaritesi olan say1 dizisidir. Reel terimli dual sayi, kuaterniyonlar, oktonyonlar vb. sistemlerde reel
terimler yerine Fibonacci, Lucas vb. tamsayi dizilerinin terimleri kullanilarak yeni yapilar olusturulmustur.
Bu ¢alismada, Dual Fibonacci ve Lucas 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar1 tanimlanarak, bunlar
icin Vajda 6zdesligi verilecek ve bunun yardimiyla Catalan, Cassini ve d’Ocagne gibi 6zdeslikler elde

edilecektir.

Anahtar Kelimeler — Fibonacci ve Lucas Sayilari, Dual Sayilar, 3-Parametreli Genellestirilmis Kuaterniyonlar, Binet Formiilii,

Vajda Ozdesligi

. GIRIS seklinde gdsterilir ve {, =1€,,e,,e,} kiimesi baz
Fibonacci  sayillani, K, =0,F =1 baslangi¢ vektorleri olmak iizere, kuaterniyonlarm baz

kosullarina sahip ve n > 1 olmak iizere, elemanlarinin ¢arpim tablosu asagidaki gibidir:
F,=F _, +F,_, rekiirans bagintisin1 saglayan bir 1 ¢ &g €,

tamsay1 dizisidir. Aym1 bagintida ic¢in baslangi¢ 111 ¢ e &g

kosullar1 L, =2, L, =1 alinirsa, Lucas sayilar1 elde ele -1 e -e

edilir. Bu rekiirans bagintilarinda bir terimi bulmak e le. —e -1 e

.. . o o eps . g 4o 2 2 3 1

icin kendinden onceki iki terime ihtiya¢ vardir. 1

Bunun yerine formiilii olarak bilinen asagidaki 16 & & -

bagntilar daha kullanishdir: Sonraki yillarda, split kuaterniyon, semi-

Fnzan_ﬂn
a-p
ve
L, =a"+p".
Burada a:l+2\/§ veﬁ:#; x> —x-1=0

karakteristik denkleminin kokleridir. [1]

Sir W. R. Hamilton [2], 1843 yilinda reel
kuaterniyonlar1 tanimlamistir. Reel kuaterniyonlar,

K={qg=ae,+ae +a,e,+ae a R}
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kuaterniyon, degismeli kuaterniyon gibi degisik
versiyonlart literatiire kazandirilmistir.

Sentiirk ve Unal [3], 2022 de yaptiklari galismada
kuaterniyonlar i¢in 3-parametreli bir genellestirme
vermistir. 4, 4,,4; keyfi reel sayilar olmak iizere,

{e;=1.e,,8,,6,} baz vektdrleri igin ¢arpim tablosu

1 e e, €,

1 e e, €,
& | & _/112’2 AleB _ﬂqez
€ & _/1163 _/1123 2361
€ | & ﬂzez _ﬂsel _2’2)‘3

seklindedir.
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1963 te Horadam [4], Fibonacci kuaterniyonlari,
Iyer [5] ise, 1969 yilinda Lucas kuaterniyonlar
tanimlamigtir. Daha sonra bir¢ok yazar bu konu
lizerine ¢alismalar yapmaistir.

Clifford [6], reel sayilart kompleks sayilardakine
benzer bir formda dual say1 denen say1 sistemine
genisletmistir. Bir d dual sayis1

d=a+eb,a,beR,e#0,6°=0
formundadir. & sayisina dual birim denir ve {1,¢}
kiimesi dual sayilarin bir bazidir. d dual sayisinin
eslenigi d=a—cb ve |d|=|a|
seklindedir.

Bilgici [7], 2022 de Fibonacci ve Lucas 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar1

E=F+F  i+F_,J+F,kK,

n+l n+3
L,=L,+L +L.,]J+L. K
seklinde tanimlamistir.

Il. DUAL FIBONACCI VE LUCAS 3-
PARAMETRELI GENELLESTIRILMIS
KUATERNIYONLARI

Bu kisimda, dual Fibonacci ve Lucas 3-
parametreli  genellestirilmis  kuaterniyonlarinin
tanimlart  ve caligmanin  kalan  kismindaki
hesaplamalarda kullanilacak materyaller verilmistir.

ve normu

n+1 n+3

Tammm 1 Dual Fibonacci ve Lucas 3-paramatreli
genellestirilmis kuaterniyonlari
DF, =F, +F ,¢,
DL, =L, +L,,&
seklindedir.
Bu tanim yerine genel olarak asagidaki teorem ile
verilen Binet formiillerini kullanacagiz.

(1)

Teorem 2 Dual Fibonacci ve Lucas 3-paramatreli
genellestirilmis kuaterniyonlarinin Binet formiilleri

DF, - %% =P F

a-p (2)
DL, =a'a"+p'p"
ile verilir. Burada
a'=[1+e)a,a=1+ae +a’e, +a’e, ve

B'=(1+¢)pB, B =1+ Pe, + B, + S, seklindedir.
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aa" — BB"
a-p

L, =aa"+ pp" [7] esitlikleri yerlerine yazilirsa

istenen elde edilir.

Ispat (1) denklemlerinde F,= ve

Simdi hesaplamalar i¢in kullanacagimiz lemmay1
verelim.

Lemma 3 « ve g Teorem 2 de verilen 3-

parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar olmak
lzere,

af =M ++BN, 3)
Bo =M —+/BN
ve M =F + 44, — A4+ LA, +e,+e,,
N =-4e — e, + A€, seklindedir. [7]

1. SONUCLAR

Bu boliimde dual Fibonacci ve Lucas 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar1 i¢in
Vajda 6zdeslikleri verilecek ve bunun 6zel hali olan
baz1 6zdesliklere deginilecektir.

Teorem 4 n,r,s tamsayilari i¢in dual Fibonacci ve
Lucas 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar
icin Vajda 6zdeslikleri

DF, .DF,,. — DF.DF

n+r+s

i (4)
=(-1)"F.[-MF, + NL,]J(L+¢)

ve
DLn+r DLn+s - DI‘n DLn+r+s

. ©)
=5(-1)"F,[-MF, + NL, ]+ ¢)

olur.

Ispat Tanim 1 deki (1) den

DFn+rDFn+s - DFnDFn+r+s = (Fn+r + an+r+1)(Fn+s +&k,
- (Fn + gle)(Fn
=F F . —FF

n+r-n+s n=n+r+s

+ g(Fn+an+s+l —EF

n-n+r+s+l
+Fn+r+an+s —Foaf )

n+1-n+r+s
elde edilir. Bu esitlik reel ve dual olmak iizere iki
parcadan olugmaktadir. Reel kisim [] den
L R e (_1)n+1 Fr [_MFs + NLs] (6)
seklindedir. (6) yardimiyla dual kismin ispatint iki
asamada yapacagiz.

+s+1)
+&F,

+r+s +r+s+l)



Esitlik (6) da s yerine s+1 alinirsa,
Fn+an+s+l _FnFn+r+s+1 = (_1)n+l I:r [_MF5+1 + NLs+l] (7)

ve Esitlik (6) da n yerine n+1, s yerine s-1 yazilirsa,

Fn+r+an+s _Fn+1Fn+r+s = (_1)n I:r [_MFs—l + NLs—l] (8)
bulunur. (7) ve (8) den
Fn+an+s+l - FnFm-r+s+1 + Fn+r+an+s —Fak

o n+1l-n+r+s (9)

:(_1) Fr[_MFs+NLs]
elde edilir. Esitlik (6) ve (9) dan istenen sonuca
ulasilir.

Dual Lucas 3-parametreli  genellestirilmis
kuaterniyonlar i¢in de benzer islemler yapilarak
ispat tamamlanur.

Vajda 0Ozdesliklerinin
Ozdeslikleri verelim.

sonuclart olan diger

Sonu¢ 5 Dual Fibonacci ve Lucas 3-parametreli
genellestirilmis  kuaterniyonlar1  i¢in  Catalan
0zdeslikleri asagidaki gibidir:

DF ., DF _ —DF?=(-)"F[-MF_ +NL_](l+¢)

DLn+rD|ﬂ1—r - DI‘n2 = 5(_1)n I:r [_MF—r + NLfr](l—i_g)

Ispat (4) ve (5) esitliklerinde s yerine —r yazilirsa
istenen elde edilir.

Sonu¢ 6 Dual Fibonacci ve Lucas 3-parametreli

genellestirilmis  kuaterniyonlar1  icin  Cassini
Ozdeslikleri
DF,,,DF, ,—DF’=(-1)"(M + N)(1+¢)

DL,,DL, , ~DL? =5(-1)" (M + N)(L+ &)
seklindedir.

Ispat (4) ve (5) te s = —r = —1 yazarsak ispat
tamamlanir.

Sonu¢ 7 Dual Fibonacci ve Lucas 3-parametreli
genellestirilmis  kuaterniyonlart i¢in  d’Ocagne
0zdeslikleri asagidaki gibidir:

DF,,,DF, - DF.DF,_
= (—1)'”1[—|\/|men +NL, Jd+¢)
I:)LnJrlDLm - DLnDLm+l

=5(-1)"[-MF,_,+NL,_ ]J1+¢)
Ispat (4) ve (5) esitliklerinde s=m-n ve r=1
yazilirsa istenen sonuglar elde edilmis olur.
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IV. TARTISMA

Bu c¢alismada dual Fibonacci ve Lucas 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyonlari
tanimlanmis, Binet formiilleri elde edilmistir.

Onemli 06zdesliklerden olan Vajda 6zdeslikleri
verilmis ve bunun 6zel halleri olan Catalan Cassini
ve d’Ocagne Ozdeslikleri ispata gerek duyulmadan
verilmistir.
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