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Özet – Bu çalışma kapsamında titrek kavak (Populus tremula) ağacının topraktan element biriktirme 

kabiliyetinin matematiksel modellemesinin yapılması amaçlanmıştır. Bu kapsamda, hidrotermal 

alterasyona maruz kalmış bölgede (Avliyana – Gümüşhane / Türkiye) belli aralıklarla toprak örnekleri ve 

toprak örneklerinin alındığı kesimde yetişmiş titrek kavak ağaçlarından da yaprak örnekleri alınmış ve 

element içeriklerinin tespit edilmesine yönelik olarak analizleri gerçekleştirilmiştir. Toprak ve 

yapraklardaki element içerikleri değişik istatistiksel metotlarla değerlendirilmiş ve titrek kavak 

yapraklarının element biriktirme kabiliyetleri matematiksel olarak modellenmeye çalışılmıştır. Bu 

kapsamda titrek kavak yapraklarının topraktan element alma kabiliyetleri Freundlich fonksiyonu baz 

alınarak modifiye bir yöntemle belirlenmeye çalışılmıştır. Çalışma sonucunda Freundlich fonksiyonundaki 

𝑎 ve 𝑏 katsayılarının 4. dereceden bir yaklaşım polinomu kullanılarak hesaplanmasının belirgin 2 önemli 

avantaja sahip olduğu tespit edilmiştir. Tespit edilen birinci avantaj kullanılan modelle elde edilmiş 

grafikler Freundlich fonksiyonu ile elde edilmiş grafiklere göre daha anlaşılır ve gerçekçi olmasıdır. İkinci 

avantajı ise toprak ve aynı toprak üzerinde yetişmiş kavak yapraklarının element içerikleri arasındaki 

regresyon modelinin daha çok noktadan geçecek şekilde oluşturulmasına imkan vermesidir.  
  

Anahtar Kelimeler –Freundlich Fonksiyonu, Matematik Modelleme, Ağır Metal Transferi, Bitki Jeokimyası, Gümüşhane

I. GİRİŞ 

Maden arama çalışmalarında pek çok yöntemden 

yararlanılmaktadır [1]–[5]. Bunların en başında da 

genel prospeksiyon amaçlı yapılan toprak ve bitki 

jeokimyası çalışmaları gelmektedir. Bitkilerin 

maden arama çalışmalarında kullanılmaları yeni bir 

metot olmayıp, 20. yüzyılın başlarında özelikle 

Rusya’da bitki jeokimyası çalışmalarıyla birçok 

maden yatağı bulunmuştur. Bitkilerin element 

biriktirme kabiliyetlerinden yararlanılarak maden 

arama çalışmalarının birçok avantajı vardır. 

Özellikle bitkiler kökleriyle yüzeyden derinlere 

doğru uzanmakta ve belli bir derinliğe kadar bu 

sayede yer altı hakkında bilgi vermektedir. Bu 

avantajları nedeniyle de bitkiler, bitki jeokimyası 

çalışmaları yanında bitkilerin pitoremedasyon, 

fitoeksraksiyon gibi özelliklerine yönelik de pek 

çok çalışma bulunmaktadır [6], [7], [16], [8]–[15].  

Bu çalışmanın amacı, Gümüşhane Torul İlçesi 

sınırları içinde bulunan Avliyana antimonit 

cevherleşme sahasındaki topraklar üzerinde yetişen 

titrek kavak (Populus tremula) ağaçlarının 

yapraklarının element biriktirme kabiliyetlerine 

yönelik ideal ve kullanışlı matematiksel bir modelin 

ortaya konmasıdır.   

II. MATERYAL VE YÖNTEM 

A. Örneklerin temini ve Analizleri  

Çalışmanın ana materyalleri olan toprak ve titrek 

kavak yaprak örneklerinin element içerikleri Vural 

ve Çiçek [17] tarafından gerçekleştirilen proje 

çalışmasından alınmış olup, örnek alım süreçleri ve 

analiz detayları Vural ve Çiçek [17]’de verilmiştir. 

B. Matematiksel Modelleme 

Topraktan bitkiye/ağaca (yaprak veya başka 

bölümlerine) element transferinin anlaşılmasına 
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yönelik farklı yaklaşımlar bulunmaktadır. Bu 

kapsamda toprak ve incelenen bitki bölümü 

arasında bir regresyon modeli kurularak bitkinin 

element biriktirme kabiliyeti anlaşılmaya 

çalışmaktadır. Bu ilişkinin belirlenmesinde 

genellikle doğrusal fonksiyonlar kullanılmaktadır. 

Özellikle element zenginleşmesi gösteren 

topraklarda yetişen bitkilere yönelik çalışmalarda 

Freundlich fonksiyonundan yararlanılan çalışmalara 

da rastlanmaktadır [2], [6], [18]–[20].  

Topraktan bitkiye element taşınımını tespit 

ederken kullanılan Freundlich fonksiyonu, 

𝑐𝑏𝑖𝑡𝑘𝑖 = 𝑏 ∙ (𝑐𝑡𝑜𝑝𝑟𝑎𝑘)
𝑎

                                  (1) 

olarak ifade edilmektedir [21]. Fonksiyonel yapıda 

işlemleri yürütebilmek için, 

𝑐𝑏𝑖𝑡𝑘𝑖 = 𝑦, 𝑐𝑡𝑜𝑝𝑟𝑎𝑘 = 𝑥  
gösterimi kullanılmıştır. Bu durumda fonksiyon 

aşağıdaki şekle dönüştürülmüştür: 

𝑦 = 𝑏 ∙ 𝑥𝑎 ⟹ 𝑙𝑜𝑔𝑦 = 𝑎 ∙ 𝑙𝑜𝑔𝑥 + 𝑙𝑜𝑔𝑏.          (2) 

Burada 𝑥-toprakta ölçülen metal 

konsantrasyonuna, 𝑦-bitkide ölçülen metal 

konsantrasyonuna karşılık gelmektedir. İlgilenilen 

lokasyondaki toprak-bitki arasında metal 

geçişkenliğinin belirlenmesinde ve 

genellenmesinde karşılaşılan en önemli problem; bir 

bitki veya bitki bölümünün topraktan elementleri 

biriktirme kabiliyetinin ölçüsü olan 𝑏 ve bir bitkinin 

element birikimini aktif olarak etkileme 

kapasitesine karşılık gelen 𝑎 katsayılarının 

belirlenmesidir. Bu amaçla literatürde yer alan 

klasik yöntem; ölçülen (𝑐𝑡, 𝑐𝑏) = (𝑥, 𝑦) noktalarını 

enterpole eden, 

𝑢 = 𝑚 ∙ 𝑡 + 𝑛                                                 (3) 

şeklindeki lineer yaklaşımla, (2) denklemi 

eşleştirilerek 𝑎 ve 𝑏 katsayılarının belirlenmesidir 

[18]. Burada; 

𝑢 = 𝑙𝑜𝑔𝑦, 𝑚 = 𝑎, 𝑡 = 𝑙𝑜𝑔𝑥, 𝑛 = 𝑙𝑜𝑔𝑏 
dir. Bu yöntemin uygulaması basit olmasına karşın, 

özellikle korelasyonun zayıf olduğu durumlarda, 

ölçülen noktaları temsil etme kabiliyeti oldukça 

zayıftır.  

Bu çalışmada, 𝑎 ve 𝑏 katsayılarını, ölçülen 

noktaları temsil etme kabiliyeti açısından daha 

duyarlı bir şekilde belirleyebilmek amacıyla, 

alternatif bir yöntem önerilmiştir. Bunun için 

öncelikle (1) denklemini 𝑥 > 0 olmak üzere sürekli 

formda 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑏 ∙ 𝑥𝑎 
şeklinde bir kuvvet fonksiyonu olarak ele 

alınmaktadır. 𝑥0 ≠ 0 olmak üzere, kuvvet 

fonksiyonunun 4. mertebeye kadar türevlerinin 𝑥0 

noktasındaki değerleri, 

𝑓(𝑥) = 𝑏𝑥𝑎 ⟹ 𝑓′(𝑥0) = 𝑏𝑎𝑥0
𝑎−1 ⟹ 𝑓′′(𝑥0)

= 𝑏𝑎(𝑎 − 1)𝑥0
𝑎−2 

𝑓′′′(𝑥0) = 𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)𝑥0
𝑎−3 ⟹ 𝑓(4)(𝑥0)

= 𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)𝑥0
𝑎−4 

 

olarak bulunur. Bu ifadeler, 𝑥̅ = 𝑥0-ortalama 

noktası civarındaki Taylor seri açılımında yerine 

yazıldığında, 

𝑦 = 𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)

+
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2

+
𝑓′′′(𝑥0)

3!
(𝑥 − 𝑥0)3

+
𝑓(4)(𝑥0)

4!
(𝑥 − 𝑥0)4 

𝑓(𝑥) ≈ 𝑏𝑥0
𝑎 + 𝑏𝑎𝑥0

𝑎−1(𝑥 − 𝑥0) 

+
𝑏𝑎(𝑎 − 1)𝑥0

𝑎−2

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 

+
𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)𝑥0

𝑎−3

3!
(𝑥 − 𝑥0)3 

+
𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)𝑥0

𝑎−4

4!
(𝑥 − 𝑥0)4  (4) 

olduğu görülür. 

Diğer taraftan, ölçülen (𝑐𝑡𝑜𝑝𝑟𝑎𝑘 , 𝑐𝑏𝑖𝑡𝑘𝑖) = (𝑥, 𝑦) 

noktalarını enterpole eden 4. dereceden polinomun, 

en küçük kareler yöntemiyle hesaplandığını ve 

𝑚4 ≠ 0 için 

𝑢(𝑥) = 𝑚4𝑥4 + 𝑚3𝑥3 + 𝑚2𝑥2 + 𝑚1𝑥 + 𝑚0    (5) 
şeklinde sembolize edildiği varsayılsın. 

 

Freundlich fonksiyonunun 4. dereceye kadar 

Taylor açılımından elde edilen fonksiyon ile (5)’de 

verilen 4. dereceden polinom fonksiyonunun 

yaklaşık denk olduğundan hareketle 𝑎- katsayısını 

belirleyelim. Bunun için (4) ve (5) ifadelerinden 

𝑓(𝑥) ≈  𝑢(𝑥) 

⟹ 𝑏𝑥0
𝑎 + 𝑏𝑎𝑥0

𝑎−1(𝑥 − 𝑥0)

+
𝑏𝑎(𝑎 − 1)𝑥0

𝑎−2

2!
(𝑥 − 𝑥0)2

+
𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)𝑥0

𝑎−3

3!
(𝑥 − 𝑥0)3

+
𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)𝑥0

𝑎−4

4!
(𝑥 − 𝑥0)4

≈  𝑚4𝑥4 + 𝑚3𝑥3 + 𝑚2𝑥2 + 𝑚1𝑥 + 𝑚0 
yazılabilir. Polinomların eşitliği bilgisi 

kullanıldığında, 

𝑚4 =
𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)𝑥0

𝑎−4

4!
           (6) 
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𝑚3 =
𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(4 − 𝑎)𝑥0

𝑎−3

3!
          (7) 

olduğu görülür. (6) ve (7) ifadeleri birlikte 

çözüldüğünde, 

𝑚4

𝑚3
=

𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)𝑥0
𝑎−4

3! ∙ 4
 

∙  
3!

𝑏𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(4 − 𝑎)𝑥0
𝑎−3 

⟹ 𝑎 =
16 𝑥0 𝑚4 + 3 𝑚3

4 𝑥0 𝑚4 + 𝑚3
                  (8) 

olarak elde edilir. 

 

𝑏’nin hesabı: 

𝑥̅ = 𝑥0-ölçümlerin ortalaması,   𝑦0 = 𝑢(𝑥0) =
𝑚4𝑥0

4 + 𝑚3𝑥0
3 + 𝑚2𝑥0

2 + 𝑚1𝑥0 + 𝑚0-hesaplanan 

değer olmak üzere, 

𝑦0 = 𝑏 ∙ 𝑥0
𝑎 ⟹ 𝑏 = 𝑦0 ∙ 𝑥0

−𝑎          (9) 

şeklinde bulunur. 

Böylece (8) ve (9)’da belirlenen 𝑎 ve 𝑏 katsayıları, 

Freundlich fonksiyonunda kullanılarak, 

elementlerin topraktan bitkiye geçişkenliği, 

𝑦 = 𝑏 ∙ 𝑥𝑎,   (𝑐𝑏𝑖𝑡𝑘𝑖 = 𝑏 ∙ (𝑐𝑡𝑜𝑝𝑟𝑎𝑘)
𝑎

)              (10) 

bağıntısıyla ifade edilir. 

 

III. BULGULAR  

Çalışmada bitki ve toprak konsantrasyonlarının 

istatistiksel değerlerdirmeleri gerçekleştirilmiş 

ancak bu bulguların sunu ayrı bir çalışmada 

düşünülmüştür. Bu çalışmada ise geliştirilen 

matematiksel modelin uygulaması Mo, Cu, Pb 

elementleri için gerçekleştirilmiştir. Model 

yardımıyla oluşturulan regresyon grafikleri Şekil 1-

3’te verilmiştir.  

 
Şekil 1. Toprak ve kavak yaprakları arasındaki Mo 

elementinin regresyon modeline ait grafik 

 

 
Şekil 2. Toprak ve kavak yaprakları arasındaki Cu 

elementinin regresyon modeline ait grafik 

 

 
Şekil 3. Toprak ve kavak yaprakları arasındaki Pb 

elementinin regresyon modeline ait grafik 

 

Çalışma kapsamında özellikle Mo elementi için 

toprak kayaç arasında dikkate değer bir ilişki tespit 

edilmiştir (Şekil 1). 

IV. SONUÇLAR 

Çalışma sonucunda toprak-titrek kavak yaprakları 

arasındaki element geçişi Freundlich fonksiyonu 

modifiye edilerek 4. dereceden bir yaklaşım 

polinomu kullanılarak hesaplanmıştır. Elde edilen 

regresyon modelinin lineer yaklaşıma göre daha çok 

noktayı kapsayacak şekilde bir modellemeye sahip 

olduğu için daha doğru bir yaklaşım sunduğu 

sonucuna varılmıştır.  
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