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Ozet — Bir polinomun kompleks sifirlarii bazi niimerik ydntemlerle bulabilmek igin bu sifirlar1 iceren bir
kompleks bolgenin tespiti gereklidir. Bu ¢aligmada ikinci mertebeden lineer homojen k-periyodik olan
polinom rekiirans dizilerinin genel teriminin sifirlarint igeren bir kompleks bolgeyi veren teorem
sunuyoruz.

Anahtar Kelimeler — Polinom Rekiirans Dizisi, Fibonacci Polinomlar:, Bir Matrisin Spektrumu, Gersghorin Teoremi, Brauer
Teoremi, Periyodik Rekiirans Bagintilar.

I. GIRIS

Ferenc Matyas [1],[2] ¢alismalarinda bir matrisin 6zdegerlerinin spektrumu igin kullanilan Gershgorin
Cember Teoremi ve Brauer Teoremi yardimiyla ikinci mertebeden lineer homojen polinom rekiirans
dizisinin genel terimi olan polinomun sifirlarini igeren bir kompleks bolge elde etmistir. Bir polinomun
stfirlarinin bulundugu kompleks bolgenin bilinmesi, bazi niimerik metotlarla sifirlar1 bulmak i¢in kolaylik
saglar. Genelde, kompleks bolge ne kadar kiigiikse niimerik metotlarla sifirlarin bulunmasi daha
kolaylasir. Aynur Oncar [4] tezinde Matyas’in ¢alismasini 2-periyodik ikinci mertebeden lineer homojen
polinom rekiirans dizisine genellestirmistir. Bu ¢alismada ise Matyas’in ¢alismasinin k-periyodik ikinci
mertebeden lineer homojen polinom rekiirans dizisine genellestirmesini sunacagiz.

Il. MATERYAL VE YONTEM

flk olarak Matyas’in [1] makalesindeki polinom dizisi ve bu polinom dizisinin genel teriminin
sifirlarina iligkin tanim ve teoremleri inceleyelim.
Tanmm 1: P(x), Q(x), Go(x), Gy (x) € C[x] keyfi baslangig sartlar1 ve n = 2 igin

G (x) = P(x)Gp—1(x) + Q(x)Gp—2(x)
rekiirans bagmtisi ile tanimli diziye ikinci mertebeden lineer rekiirans dizi denir[1].

Teorem 1 (Gershgorin (veya Gershgorin’in Cember) Teoremi): A = [aij]nxn bir kare matris, n > 2
ve a;; € Colsun. 1 < i <nigin
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weC| |lw—ayl £ ) lagl
=1
t#i

Gi =

olmak tizere A matrisinin tiim 6zdegerleri

G= Ogi
i1

kiimesinin elemanidir.

Teorem 2 (Brauer (veya Brauer’in Ovalleri) Teoremi): A = bir kare matris, n > 2 ve

2],

al-j eColsun.1<i<n lgll’l

n
By ={w € C| [w—ayl|w—aj| < Z'“if' \zla]tvl
=t

ti t2)
olmak iizere A matrisinin tim 6zdegerleri
kiimesinin elemanidir.
Teorem 3: Hern > 1 igin,
[ G1(0)  i\/Q(x)Gy(x) 0 0 0
i o(x) P(x) ivo(x) 0 0
I B L O R
n(x) = ) 0 /A :
i/Q(x)
0 0 0 e P& |

tic bant matrisi olmak tizere

esitligi dogrudur[1].

Teorem 4: n > 2 igin, ikinci mertebeden lineer rekiirans dizisinin genel terimi olan G,, (x) polinomunun

sifirlar

G,(x) = det(An(x))

{zetl 6@ < [Ve@6@|}u iz el 1P <2[Ve@)|}
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ve

(z € Cl 16,(2)P(2)] < 21Q(DGoDN Uz € I 1P) < 2|}
kompleks bolgelerinin her ikisinin de elemanidir[1].

1. BULGULAR

Tanmim 2: a;(x), b;(x), vy(x), v,(x) € C[x] keyfi baslangic sartlari ve n = 2 igin
ao()vp_1(x) + by(X)vy_2(x), eger n = 0(mod k)
v = a;(xX)Vp_1(x) + by (xX)v,_5(x), eger n = 1(mod k)
n - :
a1 () vp_1(x) + b1 (X)vp_2(x), egern =k — 1(mod k)
rekiirans bagntisi ile tiretilen diziye k-periyotlu ikinci mertebeden lineer rekiirans dizi denir[3].

Teorem 5: Hern > 1 igin,

[ v1(x)  by(x) 0 0
—vo(x) az(x) bi(x) 0 0
0 -1 az;(x) -~ 0 :
: 0 1 v b)) o0 0
Hy(x) = 5 0~ ag-1(x) bo(x) 0
: 0 -1 ap(x) by(x) :
: 0 -1 a;(x) 0
-1 - 0
bj (x)
0 0 0 -1 a;j(x)]

nxn

li¢ bant matris ve buradan > 2 icin j = n(mod k) olmak iizere
v, (x) = det(H,(x))
esitligi dogrudur.
Ispat: Tiimevarim metoduyla:
n =1 i¢in v;(x) = |H,(x)| saglanir; n = 2 i¢in v,(x) = |H,(x)| saglanir;
2<n<tiginv,(x) =|Hy(x)| dogru olsun;

n=t+1 igin
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v () by(x) 0
—vo(x) ax(x) . 0
IHy(O] = [Het 0O = | -1
0 o by(x)
0 0 -0 -1 af(x) (t+1)x(t+1)

burada j = t + 1(mmod k) olur, matrisin son satirina gore kofaktor agilimi yaparsak,

|Heye1 (0| = (=1). (D by ()11 (X) + @piq (). (DL v (x)
= b1 (V-1 (X) + apy1 (Ve (X) = vy ().
Boylece tiimevarim geregince ispat tamamlanir. -
Teorem 6: n > 2 igin v, polinomlariin tiim sifirlar
k-2

U{W € Clla; ()] < (b1 (O] + 1} JU{w € C| [1,(X)] < |b(X)[}
i=0

U{w € Cl |laz(X)] = [bs(X)] + [} U {w € C] |ag_1 )| < |bo()]| + 1}
U {W € (Cl |an(m0d k)(X)l = 1}
ve
= {x € €] [v;®)la (0] < bR (Ib3 ()] + [vo ()}

k+2

U U{x € Cl lv;®la; )| < [b2 (DN (Ibir1 ()| + 1}

U {x € € 1100l gmoa o @] < 15201
k+2

U{x € Cl laz(®la; ()] < (I1b3 ()] + [vo () D (b1 )] + 1)}

U {x € Cl laz()|an gmoa 1y (| < (b3 (] + [wo (D}

k+2 k+2

U U U {x € Clla;||aj®)| < Ubi+1 )| + 1. (|bj+1 )| + 1)}
i=3 J;l:ljl
k+2

U J{x € Cl la; ()| an moda 1| < (b1 ()| + 1}
i=3

kiimelerinin elemanlaridir.

Ispat:
A1, Az, o, Ay Hp(x) matrisinin 6zdegerleri olsun, eger H, (x) matrisinin karakteristik polinomu

PO)=t"+cp 1 t" P cp g t" 2+ + ot + (—1)"det(H,) = 0
ise P(4;) = 0. Boylece n =2 i¢in v,(x) polinomunun bir sifir1 z, € C ise Teorem 5’den

v, (20) = 0 = det(H,(20)) = 2123 ... Ay < 0 bir 6zdegerdir.
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H,,(x) matrisi n ‘nin (mod k) ‘daki degerine gore farkli bigimlerde olacagi i¢in Gershgorin Cember
Teoremi ve Brauer Teoremini uygularken dnce bu degere gore kiime birlesimlerini alarak sonra bir
genellemeye gitmek daha kolay olacaktir.

H,(x) matrisine n = 1(mod k) i¢in (n = m.k + 1 = 2,3m € Z*) Gershgorin Cember Teoremi
uygulanirsa:

vi(x)  by(x) 0
—vo(x)  ap(x) 0
|Hn(x)| = |Hmk+1(X)| = 0 -1
0 ' ' b, (x)
0 0 =0 =1 @) sy mies)
Gi ={wedllw—-v&®|=<|b,XI}
Gz ={weCl||w—a,®I| < |bs(x)|+ v,(X)}

931 ={weCCl|lw—as(x)| < |byx)|+1}= ge}+k = g§+2k = g§+3k == grlnk—k+3
gi ={wel||lw-a®|<|bsx)|+1}= gi+k = gi+2k = gi+3k == grlnk—k+4
Ghoy =W €Tl Iw = a1 (O < 1bp(IN + 1} = Ghes = Gheos = Glecs = = = Glyes
91% ={weCl||lw—-ay®|<|bx)|+1}= gzlk = gs}k = gik == grlnk
gl%+1 ={weCl||lw—-a, X< I|b,(x)|+1}= gzlk+1 = 931k+1 = gik+1 == grlnk—k+1
91%+2 ={wel||lw-a,®I|<|bs®|+1}= 921k+2 = 931k+2 = gik+2 == grlnk—k+2

Gla=weC||lw—-a,(x]|=<1}

k+3 k-2
6 = Jot = Jw e tliw=a@I < 1hia0al + 13 |utw € €l 1w = 0,601 < 15,601
i=1 i=0

Ufw € Cl|w—a,(x)| < |bsX)| + |vo()}U{w € C| [w — ap_1(X)] < [bo(x)] + 1}
Uu{weC||lw—a,x)| <1}

benzer sekilde n = 2,3,4, ... (nod k) islemlere devam edilerek,

H,(x) matrisine n=k—1(modk) igin (n=m.k+k—12>2,3m e Z*) Gershgorin Cember
Teoremi uygulanirsa:

v (%) by(x) 0
—Vvo(x)  a,(x) .
oG] = Hae @I = |, —1
by—1 (%)
0 =0 -1 a1(x)

(mk+k—1)x(mk+k—1)
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T=fwed|w-v,&)|<|bx|}
T=fwecC||lw-a,(®)| < |bsX)|+ lvo(X)|}

={wedllw—as®| < by ()l +1} = G5k = G¥ak = Giiak = = Gk

T ={wel]lw-a®|=<|bs®)]|+ 1} = Gatk = Gavok = Gatak = = = Gikoksa

gllcc—_ll ={weC||w—ar1(X] < [b(X)| + 1} 2k 1 = éck 11 = jfk 11 == 7151;1—1
T=weclllw—-a®|<Ib®|+1}=65" = =Gi' = = Gmi'

9115;11 ={weCl||lw—-a,X)|=|b,X)|+1}= 2k+1 93k+1 gzlfk_+11 == ‘r]:lkl k+1

gl’ctzl ={wel||lw—-a,®|<|bs®|+1}= 2k+2 éck+12 zlfk_+12 == rlﬁﬁcl—mz

ks =wecllw—a_,(0 <1}

buradan
k+3

-1 _ k-1
s
i=1

Jow e clw = < 1biatol + 13 |utw e €l iw = 0,601 < 15,601

Uw e Clw—a,®[ < [b:(X)| +|ve)}U{w € Cl Iw — a1 ()| < |bo(X)] + 1}
Ufw eCllw—a,1(x)| <1}
olacaktir ve son olarak H,(x) matrisine n = 0(mod k) i¢in (n =m.k = 2,3m € Z*) Gershgorin
Cember Teoremi uygulanirsa:

v(x)  by(®) 0
V(%) a(x) 0
|Ha ()| = [Hn | = |, -1
bo(X)
0 0 -0 -1 ag(x) ()X (mk)
={w € C| [w—v;(x)| < |b ()}
G2 ={wel]lw—a,®| < [bs®)] + [voX)[}

Qg ={wel||lw-a;(X)| < |bsX)|+1}= gg+k = g§+2k = g??+3k == g?’?lk—k+3
92 ={weC||w-a,®|=<[bs®|+1}= 92+k = 92+2k = 92+3k == gr?lk—k+4
918—1 ={w€eC||w— a1 < |by(x)| +'1} = ggk—l = g?(,)k—1 = gt(t)k—l == gr?lk—l

={wel]|lw-ay®|=<|byx)|+1}= ggk = ggk = gz(L)k == gr?lk—k
gl(c)+1 ={weClllw—-a X< I|b,®)|+1}= ggk+1 = ggk+1 = g2k+1 == gT(I)'lk—k+1
gl(c)+2 ={wel||lw-a,®|<|bzX|+1}= 9§k+2 = 9§k+2 = 92k+2 == gr?lk—k+2

Gr.a={wecC|lw-ay,®)]| <1}
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k+3 k-2

6°=|Jgo = (| Jow e cliw— i@ < 1hea(0l + 13 | U w € €l lw = 0,601 < 15,601

i=1 =0
U{w € Cllw — a,(X)| < [bs()] + v ()} U{w € C| [w — ax_1(X)| < |bo(x)| + 1}
u{wecC||lw—-a,x)| <1}

elde edilir. Buradan n > 2 igin

k-2
6= Jowedw-a@l<bul+ 1) |uiwe cliw=u61 < 15,601
i=0

U{w e Clw—a,®[ < [bs(X)| +vo)}U{w € Cl Iw — ax_1 ()| < |bo(X)| + 1}
ufwec||w- an(modk)(x)| <1}
kiimesi Gerchgorin cember teoremine gore H,,(x) matrisinin tiim 6zdegerlerini iceren bir kiimedir.
Boylece w = 0 6zdeger oldugu icin

k-2
G = U{W € Clla;()| < |bpa ()] + 1} U {w € C] v, )] < b}
i=0

U{w € Cl la; (0] < [b3()] + [vo )} U {w € €] [ax-1 ()] < [bo(X)] + 1}
U {W € C| |an(mod k)(X)l = 1}
kompleks bolgesi v, (x) polinomunun tiim sifirlarini igeren bir bolgedir.
Simdi H,(x) matrisine n = 1(mod k) i¢in (n = m.k + 1 > 2,3m € Z*) Brauer’in ovalleri teoremi

uygulanirsa:
v1(x)  by(x) 0
() (%) .
|Hy ()] = [Hper R = -1
0 by (%)
0 0 =0 -1 al(x) (mk+1)x(mk+1)
Bi, =W eC|lw—v®w—a,®)| < b (IbsX)] + [vo (DD}

Bis ={wel||lw—-v&)|lw- a3(X)| < |b,(X)|. (Ibs(X)| + 1} = B%,3+k = B%,3+2k == B%,3+(m—1)k
(B%A ={weC|l|w—-—vX|lw—a,X)| < b (Ibs(X)| + 1)} = rBi4+k = Bi4+2k = = B%,4+(m—1)k
Bik—1 ={weC||w—vX|lw = ax_1()| < [b,()]. (|be()| + D} = B%,Zk—l = B%,Sk—l == Bimk—l
Bix=weC|w—v,®w—ayX| < b (Iby()] + 1)} = Bl = Bigk = = = Bimk
Biksr = W EC| lw—v;(|lw—a; ()| < b, (Ib2()] + 1D} = B ap41 = Bizksr = = = Blm—k+1
B%,k+2 ={w e C||w—v;X)|lw—a, ()| < [b,()]. (|bsX)| + 1D} = B%,2k+2 = Bi3k+2 == Bimk—k+2
Blrsz =W EC| lw—v W —a; ()| < |b,(X)}

Bz ={w € C||w—a,®w—a;X)| < (bs)] + [vo()D. (1ba()| + 1)} = By 34k = = = Byzsam-1)k
Brks1 =W € Cl [w— a;(ONIw — a; (0] < (Ib3()] + [vo()D. (Ib2 ()] + D} = By oksr = = Bimk—k+1
Biksz =W EClIw — a;(DI* < (IbsX)] + [vo(DD. (Ib3 ()| + D} = Bl opesz = *** = Bypmi—ier2

Bairs = W EClIw — a; (D) lw — a; )| < (Ibs()] + v (x) )}
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Bia={w € ClIw—az®|Iw—a,] < (b4 + 1. (Ibs (O] + D} = B3 gy = = B3asim-1yk

B%,s ={w e C||w—az;D[lw—as®)| < (|bs(X)] +1).(|bs(X)| + 1)} = B%,5+k == B?l,,5+(m—1)k
Bi-1 =W ECw = azX)lw — a1 )| < (Ib4) | +1). (Ibe ()| + 1)} = B3 21 = = B3kt
Bii ={w € C||lw—az®)w — ag()| < (1b4G)| +1). (Iby ()| + 1)} = Bi o = Bige = =+ = Bimi
Bijr1 = W ECw — az(D)lw — a; )| < (1b4 (] + 1. (Ib2 ()| + 1D} = B3 ppes1 = = B3 mk—ie1
Bijrz = W ECl W — az()[Iw — az ()| < (Ib4()| + 1). (Ib3()| + 1)} = B3 o4z =+ = Bimk—k+2

Bik+z = W E C| lw — as(0|Iw — a; ()| < (1b, ()| + D}

benzer sekilde devam ederek,

B'={weC(| |Wk:2v1(x)||w — az(X)] = [b2 ([ (Ib3 ()| + vo (X))}

U U{W € Cl lw — v (DIw — a;(X)| < [b2 (D (Ibi1 ()| + 1)}

U iwie ¢l Iw = 2 GOlIw — 4, ()] < b, (1}

U{W € Cllw = a;®)lw — a; )| < (Ib3 ()] + [vo ) D (Ubi41 ()] + 1)}

U {W €Cllw — a;®)|lw — a; )| = (|b3()] + [vo(x) D}

k+2 k+2
ol | U tweelw-amilw - a,69] < Ubia 001+ 0. (12 00| + 1)})
=3 ]jzl
k+2
o Jow e el w - ai9liw - 6,01 < (Ubiaa 01+ 1)
i=3

bulunur. Benzer sekilde H,, (x) matrisine n = 2,3,4, ... (mod k) igin Brauer’in ovalleri teoremi
uygulanirsa,

B (m0d 1) = {w € C| lw — v;(DIw = a; ()| < [, (O3 (| + v ()}

k+2
U{W € Cl lw — v (DNIw — a;(X)| < [b2 (N (Ibis1 ()| + 1)}
U {W € Cl lw — v1 (DW= an (moa @] < bR}
k+2

U U{W € Cllw — a;®)lw — a; )| < (b3 ()| + [vo ) D (Ubis1 ()] + 1)}

=3
U {w e Cllw—a()I|w — an moa 1y | = (1b3()] + [vo ()}

k+2 k+2
ul | [ tweaiiw=aiw - ;9] < Ubia 01+ . (141 09] + 1)}
i=3 J?;':l
k+2
U J{W €Clw—a®l|w - ay, (mod k)(X)l < (Ibip1 (| + 1)}
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kiimesi Brauer’in ovalleri teoremine goére H, (x) matrisinin tiim 6zdegerlerini iceren bir kiimedir.
Boylece w = 0 6zdeger oldugu icin
B = {x € C[ [v1(0)|laz ()| < [b2()|(|1b3 )] + [voX) D}

k+2

U{x € Cl lv;(®)la; )| < b2 ()| (b1 ()] + 1)}

U {x € €| [v1 (O] an gmoa 1y )| < b, ()1}

k+2

U{x € Cl laz(®la; )] = (Ib3 )] + [vo (D ([bi1 ] + 1)}

U {x € (| |az(X)||an(mod k)(X)| < (Ibs()| + |V0(X)|)}
k+2 k+2

ul | U e eliaicolle o] < Abia 601+ . (Jbya 0] + 1)}
=3 ]jzl

k+2

U Jtx € €l1a:0llan gmoarn (9] < (bia (01 + D}

i=3
kompleks bolgesi v, (x) polinomunun tiim sifirlarini igeren bir bolgedir.

IV. TARTISMA

Bu calismada bazi tip genel rekiirans bagintisi verilmis kompleks polinom dizilerinin her bir terimi igin
o terimin sifirlarin1 igeren kompleks bolgelerin formiilasyonu verilmistir. Bilinmelidir ki bu bulunacak
bolgeler cogunlukla sinirli bir bolge olmayacaktir. Ayni zamanda formiillerin Chebyshev Polinom dizileri
gibi uzun zamandir bilinen polinom dizilerine uygulanmasi ile elde edilecek sonuglar muhtemelen yeni
bir bilgi vermeyebilir. Ancak arastiricilarin kendi ¢alismalarinda elde ettikleri polinom dizileri i¢in daha
hizli sonu¢ bulmada kullanilabilirler.

Ayrica burada biiylik problem Polinom dizisinin terimlerine esit determinantlara sahip matrisin
se¢imidir; soyle ki, bu matris {i¢ bant matris alinabilecegi gibi farkli bi¢imlerde matris de bulunabilir,
hatta kullandigimiz ii¢ bant matrisler, esas kdsegene gore simetrik olan matris bilesenlerinin ¢arpimlari
sabit olmak tizere istenildigi gibi degistirilebilirler. Boylece elde edilen kompleks bolgeler degisecektir.
Dolayisiyla minimal bolgeyi verecek matrisin se¢cimi esas problem olarak durmaktadir.

V. SONUCLAR

Bu c¢alismada k-periyotlu ikinci mertebeden lineer homojen rekiirans bagintistyla verilmis polinom
dizilerinin terimlerinin sifirlarini igeren kompleks bolgeler elde edilmistir.
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