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Ozet — Bu caligmadaki amacimiz, temeli dogal sayilar kiimesinin altkiimelerinin bir idealine dayanan ve
istatistiksel yakinsaklik ile iliskili birgok yakinsaklik ¢esidine genel bir bakis a¢is1 sunan ideal yakinsaklik
kavramint g-metrik uzaylarda ele almaktir. Klasik anlamda bilinen ideal yakinsaklik kavramindan
yararlanarak gJ-yakinsaklik ve gJ*-yakinsaklik kavramini tanitarak burada var olan 6zellikleri g-metrik
uzaylara tasiyoruz. (AP) oOzelligi yardimiyla gJ-yakinsaklik ve gJ*-yakinsaklik kavramlari arasindaki
iliskiyi inceliyoruz. Bunlara ek olarak, g-metrik uzaylarda g7-Cauchy ve g7*-Cauchy dizileri tanimlarini
vererek klasik anlamda bilinen teoremleri ifade ve ispat ediyoruz.

Anahtar Kelimeler — g-metrik uzaylar, gJ-yakinsaklik, gJ*-yakinsaklik, gJ-Cauchy dizisi, g7*-Cauchy dizisi

I. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavramimin Fast [4]
tarafindan ortaya atilmasinin ardindan bu konuyla
ilgili  ¢esitli  ¢alismalar yapilmis ve farkh
yakinsaklik gesitleri de tanimlanmistir. Kostyrko
vd. [7] calismasinda istatistiksel yakinsaklikla
baglantili bir¢cok yakinsaklik ¢esidine daha genel
bir bakis acis1 sunan ideal yakinsaklik kavramini
tanitmiglardir. Bu c¢alismanin ardindan Nabiev vd.
[9] ideal yakinsaklik kavramiyla birlikte Cauchy
dizisi kavramim bir araya getirerek J-Cauchy dizi
ve J*-Cauchy dizisi tanimlarini1 vermislerdir. Bu
calismala  dogrultusunda  ¢esitli  calismalar
yapilmistir (bknz [10,11,12]).

Metrik fonksiyonu iki nokta arasindaki mesafeyi
Olcen bir fonksiyondur. Metrik uzay kavramim
genellestirmek adina ilk caligmalar Gahler [5,6]
tarafindan yapilmis ve 1ii¢ nokta arasindaki
mesafeyi Olcen yeni bir metrik fonksiyonu
tanimlanmistir. Ancak bu yeni fonksiyon klasik
anlamda bilinen metrigin tam bir karsilig1 olmadigi
icin Dhage [3] bu ¢alismay1 iyilestirerek D-metrik

uzaylar1 tanimlamis ancak bu uzaylarin da bazi
topolojik  Ozellikleri saglamadigr gorilmustiir.
Biitiin bu c¢alismalarin ardindan Mustafa ve Sims
[8], metrik uzaylarla bire bir Grtiisen en iyi tanimi
vererek G-metrik uzaylari sunmuslardir. Choi vd.
[2] ise bu calismadan yararlanarak en genel haliyle
n+ 1 nokta arasindaki mesafeyi Olgen n-inci
dereceden g-metrik uzaylart tanimlayarak bu
uzayin topolojisinden bahsetmislerdir. Abazari [1]
ise bu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanitmigtir.

. MATERYAL VE YONTEM

[statistiksel yakinsakligin temelini olusturan dogal
yogunluk kavramini ele alalim. N kiimesinin bir A
altkiimesinin dogal yogunlugu

|4y

6(A) = lim
n o n

1
=lim—|{k € A:k < n}|
nn

bigiminde tanmimlanir. Bu tanim yardimiyla
istatistiksel yakinsaklik asagidaki bicimdedir:
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(X, d) bir metrik uzay ve (u;) bu uzayda bir dizi
olmak tizere, her € > 0 igin

1
lim—|{k <n:d(uy,u) =€} =0
nn

saglantyorsa, (u;) dizisi u noktasina istatistiksel
yakinsaktir denir ve st —limu, =u seklinde
gosterilir.

Ideal yakinsaklik kavramindan bahsetmeden &nce,
ilk olarak ideal ve filtre tanimlarin1 vererek
aralarindaki iligkiyi ifade eden 6nermeyi verelim.

Tanmim 1. X bostan farkli bir kiime olsun. X
kiimesinin altkiimelerinin bir koleksiyonu 7 € 2%
asagidaki sartlar1 sagliyorsa J koleksiyonuna bir
ideal denir.

(i) ped
(A, BET=>AUBE]
(iii)A€J,BSA=>BE]

Eger X ¢ 7 ise, 7 koleksiyonu bir gercek ideal
olarak adlandirilir. Ayrica, her x € X igin {x} € J
ise, 7 gercek ideali uygun olarak adlandirilir.

Tammm 2. X bostan farkli bir kiime olsun. X
kiimesinin  altkiimelerinin  bostan  farkli  bir
koleksiyonu olan F € 2% asagidaki sartlan
sagliyorsa F koleksiyonuna bir filtre denir.

(i) pgF
(A, BEF=>ANBETF
(iAeF,ASCB=>BEF

Onerme 1. X bostan farkli bir kiime ve 7, X
tizerinde bir gergek ideal olsun. O halde

FO) ={McX:3A€9,M =X\ A}

koleksiyonu X iizerinde bir filtredir ve F(J)
notasyonu J idealinden iiretilen filtreyi ifade eder.

Asagidaki tamimlarda (X, d) bir metrik uzay ve 7,
N kiimesinin altkiimelerinin bir koleksiyonu olan
gercek ideal olmak {izere; J-yakinsaklik ve J*-
yakinsaklik su sekilde tanimlanir:

Tanmmm 3 [7]. (u,), X kiimesinin elemanlarindan
olusan bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin,

A(e)={neN:d(u,,u) >€}€d

saglaniyorsa, u noktasina J-yakinsaktir denir.
Burada u noktasina (u,,) dizisinin J-limiti denir ve
J — limu,, = u ile gosterilir.

Istatistiksel yakinsaklik teorisinde iyi bilinen bir
sonug asagidaki gibidir:

(u,) reel sayr dizisi u noktasina istatistiksel
yakinsaktir gerek ve yeter sart (M) =1 ve
limu,,, = u olacak bigimde bir

M={m <m,<---<my<--}cN

kiimesi vardir. Bu sonu¢ J-yakinsaklik ile yakin
iligkisi olan J*-yakinsaklik tanimini vermeye olanak
saglar.

Tamim 4 [7]. X kiimesinin elemanlarindan olusan
bir (u,,) dizisi i¢in

lim d (1) = 0
olacak bigimde bir
M={m <m,<--<my<--}cN

kiimesi var ve M € F(J) ise, (u,) dizisi u
noktasina J*-yakinsaktir denir. u noktasma (u,)
dizisinin J*-limiti denir ve J* —limu, =u ile
gosterilir.

Tammm 5 [7]. 7 bir uygun ideal olsun. Eger 7
koleksiyonunun ikili ayrik kiimelerinin {44, A,, -+ }
ailesi icin, A; AB; (i =1,2,...) simetrik farkli
sonlu ve B =Uj.;B; €J olacak bigimde bir
{B1,B,,-+-} ailesi varsa, 7 uygun idealine (AP)
ozelligini sagliyor denir.

Bu tanim, J-yakinsaklik ile J*-yakinsaklik
arasindaki iliskiyi aciklamada 6nemli bir rol oynar.

Asagidaki tamimlarda (X, d) bir metrik uzay ve 7,
N kiimesinin altkiimelerinin bir koleksiyonu olan
uygun ideal olmak iizere; 7-Cauchy ve 7*- Cauchy
dizileri su sekilde tanimlanir:

Tanmmm 6 [9]. (u,), X kiimesinin elemanlarindan
olusan bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in,

A(e) = {n € N:d(uy,, uno) >clEeT
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olacak bi¢imde bir ny, € N varsa, (u,) dizisine bir
J-Cauchy dizisi denir.

Tanmmm 7 [9]. X kiimesinin elemanlarindan olusan
bir (u,,) dizisi i¢in

k’lri)r_r}w d (umk,ump) =0

olacak bigimde bir
M={m <m,<--<m<-}CN

kiimesi var ve M € F(J) ise, (u,) dizisine bir 7*-
Cauchy dizisi denir.

Son olarak, calismamizin ilerleyen boliimlerinde
kullanacagimiz g-metrik uzaylar ve bu uzaydaki
istatistiksel yakinsama tanimindan bahsedilecektir.

Tammm 8 [2]. X bostan farkli bir kiime ve
g: X5t > R olsun. Eger g fonksiyonu asagidaki
sartlar1 sagliyorsa, X {lizerinde s+ 1 nokta
arasindaki uzakligi 6lgen s-inci dereceden bir g-
metriktir denir.

i) glug, ..., us) =0 uy = = ug

(i) {0,1,...,s} tizerinde herhangi bir o
permiitasyonu i¢in

g(uo, ...,us) = g(uo(o), ...,uo(s))

(i) Her  (ug, ..., ug), (v, ..., v5) € XSt1  ve
{fu:i=01,..,s}c{v:i=0,1,..,s}
i¢in

g(“—o; ""us) = g(UO' ""US)

(iv) Her wug, ..., ug, vg, oo, Uy, W EX ve k+
m+ 1 = s igin,

W, we s Up, Vg, ey Upy)
< gy, v, Vo W, aW)

+ g(UOﬁ ey vm, w, ..., W)

(X, g) ikilisine de bir g-metrik uzay denir.

Tamim 9 [2]. (X, g) bir g-metrik uzay, u € X ve
(u,,) bu uzayda bir dizi olsun.

(1) Her € > 0 i¢in,
g(u, uil, ...,uis) <ég

(u,) dizisi u noktasina g-yakisaktir denir ve g —
limu,, = u ile gosterilir.

olacak bi¢imde bir ny € N var ve iy, ..., iy = n, ise,

(i) Her € > 0 igin,
g(uio,uil, ...,uis) <ég

olacak bi¢cimde bir ny, € N var ve iy, ..., i = ng
ise, (u,) dizisi bir g-Cauchy dizisidir.

g-metrik  uzaylarda istatistiksel  yakinsaklik
kavramindan bahsedebilmek igin ilk olarak dogal
yogunluk kavramini géz oniine alalim:

s€eN,AeN°’ve
An) = {(iy, ..., i) € Atiq, ..., iy < n}

olsun. O halde
. s!
0:(4) = llglﬁ [A(m)|

ifadesi A kiimesinin s-boyutlu dogal yogunlugu
olarak adlandirilir.

Tammm 10 [1]. (X,g) bir g-metrik ve (u,) bu
uzayda bir dizi olsun.

Q) Her € > 0 igin,
s!
lirrlnEHil, cols <nig(wug, .ou) =€}l =0

saglantyorsa, (u,) dizisi u noktasina g-istatistiksel
yakinsaktir denir ve gS — limu,, = u ile gosterilir.

(i) Her € > 0 igin,
s!
lirrlnEHil, by S g(ugg, iy, ) = €} =0

olacak bi¢imde bir iy € N varsa, (u,) dizisi bir
istatistiksel g-Cauchy dizisidir.

. BULGULAR
Asagida verecegimiz tanim ve teoremlerde (X, g)
s-inci dereceden bir g-metrik uzay ve J;, N*
kiimesinin altkiimelerinden olusan bir gercek ideal
olup burada A € 7; i¢in

A ={(iy, ..., i) € A:iq,...,I5s € N}

bi¢imindedir.

Tamm 11. (u,,), X uzayda bir dizi olsun. Her ¢ >
0 igin,
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{(iy, . i5) € Ns:g(u, U, ...,uis) > e} € J

saglaniyorsa (u,) dizisi u noktasina gJ-yakinsaktir
denir ve g7 — limu,, = u ile gosterilir.

Onerme 2. (u,), X uzaymda bir dizi ve J; bir
uygun ideal olsun. (u,) dizisi u noktasina g-
yakinsak ise bu dizi ayn1 noktaya gJ7-yakinsaktir.

Ispat. (u,,) dizisi u noktasma g-yakisak olsun. O
halde her € > 0 igin,

g(uug, .ou) <e€

olacak bicimde bir ny € N ve i, ..
Buradan

, s = Ny

{(il, ., i) € Ns:g(u, U, ...,uis) > e}

kiimesi n, sayisina bagli sonlu bir B kiimesi
tarafindan kapsanir. Jg bir uygun ideal ve {B c
N%: B sonlu} c I oldugundan B, I idealinin bir
elemanidir. Boylece

{(il, ., lig) € Ns:g(u,uil, ...,uis) > e} € I
olup g7 — limu,, = u elde edilir.

Teorem 1. X uzayinda gJ-yakinsak bir dizinin
limiti tektir.

Ispat. (u,), X uzayimnda bir dizi olmak iizere; g7 —
limu, =u, gJ-—limu,=v ve u=+v olsun.
Keyfi € > 0 igin,

&

A= {(il, wrlis) € NS g () ) 2 Z} € Js
&

B = {(il, o bs) ENTg(v,uy, ) 2 Z} € Js

olur. A,B € J; oldugundan (N°\ A) ve (N°\ B)
kiimeleri F(Jg) filtresinin elemanidir. Filtrenin
Ozelliklerinden

@+ (N \A)N(N*\ B) € F(Js )

elde edilir. O halde arakesitte en az bir eleman
vardir, yani (uil, ...,uis) € (NS\ A)N(NS\ B).
Buradan

g, ...,v)

< g(u, Ui, ...,uil) + g(uil,v, ...,v)

<g(wuy,...uy,) +sg(v,uy, ..., u,)

< s[g(u, Ui, ...,uis) + g(v, Ui, ...,ul-s)]
£ £

<s (Z + g) =&

elde edilir. Boylece u = v olup, dizinin limitinin
tek oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2. J, bir gercek ideal olsun.

(i) gJ-yakinsak iki dizinin toplam1 da gJ-
yakinsaktir.

(if) gJ-yakinsak iki dizinin ¢arpimi da gJ-
yakinsaktir.

Ispat. (i) (u,) ve (v,) dizileri icin g7 — limu,, =
u, g7 — limv,, = v olsun. Keyfi € > 0 i¢in,

£
{(il, vy i) € Ns:g(u, Wiy ey Ui ) = Z} € I
ve
{(i i;) € NS: (v v; v; >i}67
1y eeer bg e A z .

Buradan

{(ig, i) ENSig(u+v,uy, + 05,00 uy, +v;) = €}
. , €
c [{(11, i) ENTrg(uw gy, oy uy) 2 E} U

(e W) 2 5]

oldugu kolayca gosterilebilir. ideal

Ozelliklerinden

Boylece

{Gy, . i) eNS:g(u+ VU, Ve, Uy F vis) > ¢}
kiimesi J; idealinin bir eleman1 olup
g7 —lim(u, +v,) =u+v
elde edilir.
(i) Ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

Tamm 12. X kiimesinin elemanlarindan olusan bir
(u,) dizisi igin
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lim
kl,...,ks—)oo

g (u, Uy, » ...,umks) =0

olacak bigimde bir

M* = {(my,, -, my,):my, €M, i =1,..,s} C N
(burada M = {m; <m, < -+ <my < -} € F(7))
kiimesi var ve M* € F(J) ise, (u,) dizisi u

noktasina gJ*-yakinsaktir.

u noktasina (u,) dizisinin gJ*-limiti denir ve
97" — limu,, = u ile gosterilir.

Teorem 3. J¢ bir uygun ideal olsun. O halde bir
(uy,) dizisi gJ*-yakinsak ise, gJ-yakinsaktir.

Ispat. (u,,) dizisi g7*-yakinsak oldugundan

M* =N\ N
= {(mkl,m,mks):mki EM,i=1, ...,s}

olacak bi¢cimde bir N € J; vardir. Buradan

8 (ot ) =00 )
elde edilir. Keyfi ¢ >0 olsun. (1) den, her

My, o, My = My 161N

g (u, Uy, ...,umks) <e¢

olacak bigimde my,, € N vardir. O halde

A= {(il, ., is) € Ns:g(u, U, ...,uis) > e}
C [N U {(mkl,--‘,mks):mki € {ml, ...,mko}}

@
]

olur. g bir uygun ideal ve N € J; oldugundan (2)
de sag taraftaki kiime Jg koleksiyonunun
elemanidir. Boylece A € J; olup, (u,) dizisi gJ-
yakinsaktir.

Asagidaki tanimda verilnen (AP) ozelligi gJ-
yakinsaklik ve gJ*-yakinsakligin denk olmasi
durumu i¢in gerekli ve yeterli bir 6zelliktir.

Tammm 13. Jg bir uygun ideal olsun. Eger I
koleksiyonunun ikili ayrik kiimelerinin {44, 4,, -+ }
ailesi i¢in, A; AB; (i =1,2,...) simetrik farkli

sonlu ve B =UjL; B; €J; olacak bigimde bir
{B1,B,,---} ailesi varsa, J; uygun idealine (AP)
0zelligini saglhyor denir.

Burada her j € N i¢in B; € I dir.

Teorem 4. J;, (AP) o6zelligine sahip bir uygun
ideal olsun. O halde bir (u,) dizisi gJ-yakinsak
ise, gJ*-yakinsaktir.

Tamm 14. 7, bir uygun ideal ve (u,,), X kiimesinin
elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Her £ > 0
i¢in,

{(ilr o is) € Nslg(uio,uil, ...,uis) = 8} € I,

olacak bigimde bir iy € N varsa, (u,) dizisine bir
gJ-Cauchy dizisi denir.

Tamm 15. J; bir uygun ideal ve (u,), X kiimesinin
elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Her ¢ > 0
i¢in,
lim
kekq,.kg—0
my €M

g (umkg,umkl, ...,umks) =0

olacak bigimde bir

M* = {(mkl,m,mks):mki EM,i=1, ...,s} c N*
(burada M = {m; <m, < -+ <my < ---} € F())
kiimesi var ve M* € F(J,) ise, (uy,) dizisine bir
gJ*-Cauchy dizisi denir.

Teorem 5. J; bir uygun ideal olsun. O halde (u,)
dizisi gJ-yakinsak ise, bu dizi g7-Cauchy dizisidir.

Ispat. g7 — limu, = u olsun. O halde her £ > 0
i¢in,

. . g
A= {(ll, ...,ls) € Ns:g(u,uil, ...,'Llis) = m} € .75

olur. J; uygun ideal oldugundan i, € A olacak
bicimde bir iy € N vardir.

B ={(iy, ... i) € N1 g(w;, ug, . u; ) = €}

olsun. g-metrik uzaylarin 6zelliklerinden

g(uio,uil, ...,uis)
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elde edilir. iy, ..., is € B oldugundan,
g(uio,uil, ...,uis) <s(s+ 1)g(u,ui1, ...,uis) <&
bulunur. Baska bir deyisle, i, € A oldugundan
gy ui, o uy) <€

olur ve bu ise bir celigkidir. Bdylece her € > 0 i¢in,
Bc A€J; sonucuna ulasiriz, yani B € J;
oldugundan (u,) bir g7-Cauchy dizisidir.

Teorem 6. J¢ bir uygun ideal olsun. O halde (u,)
dizisi gJ*-Cauchy dizisi ise, bu dizi gJ-Cauchy
dizisidir.

Ispat. (u,) bir g7*-Cauchy dizisi olsun. Tanimdan
her e > 0 ve my_, my, ..., my_ = my igin,

g (umks,umkl, ...,umks) < ¢
olacak bi¢imde bir M* € F(J,),
M* = {(mkl,---,mks):mki EM,i=1, ...,s}

vardir. N = my 4 alalm. O halde her £ > 0 igin,

g (uN,umkl, ...,umks) < & My, o, My = My,
elde edilir. L = N° \ M*alalim. L € 7 ve

A= {(il, v, ig) € NS:g(uN, Ui, ...,uis) > s}
c [L U {(mkl,---,mks):mki € {ml, ...,mko}}

] @)
oldugu aciktir. (3) te sag taraftaki kime I
koleksiyonunun bir elemani olup, buradan A € J;
elde edilir. Boylece (u,,) bir g7-Cauchy dizisidir.

Lemma 1. 7, (AP) 6zelligini saglayan bir uygun
ideal ve F(J;), I idealinden iretilen bir filtre
olsun. Her i i¢in S; € F(J;) olmak iizere, N°
kiimesinin altkiimelerinin sayilabilir bir ailesi
{S;};=, olsun. O halde S € F(J,) ve her i i¢in S\

S; sonlu bir kiime olacak bi¢gimde bir S c N*
kiimesi vardir.

Teorem 7. J;, (AP) oOzelligine sahip bir uygun
ideal olsun. O halde (u,) dizisi g7-Cauchy dizisi
ise, bu dizi g7*-Cauchy dizisidir.

Ispat. (u,) bir gg-Cauchy dizisi olsun. Her £ > 0
igin

{(ilf sy is) € Ns:g(uio; U;,» ...,uis) = 8} € 75

olacak bi¢imde bir i, € N vardir.

. . N 1
S, = {(11’ ., ig) ENS: g (umki'uil' ...,uis) < T}

ve my, =i G) alalim. Her i =1,2... i¢in §; €
F(3) oldugu agiktir. I, (AP) oOzelligini
sagladigindan, o halde Lemma 1’den S € F(J;) ve
her i i¢in S \ S; sonlu bir kiime olacak bi¢imde S c
N kiimesi vardir. Gosterelim ki
lim
kekq,.kg—0
myg €M

g (umkg,umkl, ...,umks) = 0.

e>0vej€Nigin j>=alahm. ke ki, ..., ks €
S ise, S\ §; sonludur. Béylece kg, kq, ..., ks = p(j)
icin kg, ky, ..., ks €S; olacak bicimde p = p(j)
vardir. O halde

g (umks,umkl, ...,umks)

<g (umks,uil, ...,uil) +g (uil,umkl, ...,umks)
< ...

<g (umks,uil,

i=1
S
<g (umkg,uil, ...,ull) + Z g (umki,uil, ,uls)
i=1
1 s
<-+-<g¢
J ]

elde edilir. Sonug¢ olarak (u,) bir gJ7*-Cauchy
dizisidir.
IV.SONUCLAR

Bu calismada metrik uzaylarda tanimlanan J-
yakinsaklik, 7*-yakinsaklik, 7-Cauchy dizisi ve J*-
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Cauchy dizisi kavramlar1 g-metrik uzaylara
tasinmis ve bu kavramlarin bazi Ozellikleri ve
bilinen sonuglar1 ifade ve ispat edilmistir.
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