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Özet – İstatistiksel yakınsama ilk olarak 1951 yılında Fast [6] tarafından çalışılmıştır. Fridy ve Orhan [8], 

lacunary dizisini kullanarak lacunary istatistiksel yakınsamayı incelemişlerdir. Kostyrko ve diğerleri [14] 

doğal sayı kümesi üzerindeki idealleri kullanarak ideal yakınsamayı sunmuşlardır. Bu makalenin ikinci 

yazarı ve çalışma grubu tarafından I-Cauchy, 
I -Cauchy dizisi ve üçlü dizi kavramları literatüre 

kazandırılmıştır. Bu çalışmada ise üçlü diziler için lacunary 
I -yakınsaklık ve kuvvetli lacunary 

I -

yakınsaklık kavramları tanımlanmıştır. Ayrıca, üçlü diziler için kuvvetli lacunary I-yakınsaklık ve 

kuvvetli lacunary 
I -yakınsaklık arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. Son olarak, kuvvetli lacunary 

I -

Cauchy üçlü dizisi kavramı tanımlanmış ve kuvvetli lacunary I-Cauchy üçlü dizisi ile kuvvetli lacunary 


I -Cauchy üçlü dizisi arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. 
  

Anahtar Kelimeler – Lacunary dizi, üçlü dizi, ideal yakınsaklık, 

I -yakınsaklık, (AP3) koşulu, Cauchy dizisi 

I. GİRİŞ 

Fast [6], istatistiksel yakınsama olarak 

adlandırılan olağan sıralı limit kavramının bir 

genellemesini sunmuştur. Salat [22] istatistiksel 

yakınsamanın bazı temel özelliklerini vermiştir. 

Son zamanlarda, Mursaleen ve Edely [16] çoklu 

diziler için istatistiksel yakınsama fikrini 

sunmuştur ve ikili ve üçlü dizilerin istatistiksel ve 

ideal yakınsaması üzerine birkaç makale vardır 

(bkz. [2, 9, 11, 13, 19]). Fridy ve Orhan [8] 

lacunary istatistiksel yakınsama kavramını 

tanımlamıştır. Bu kavramın çeşitli uygulamaları [1, 

4, 7, 12, 24, 25] çalışmalarında bulunabilir. Bu 

fikir, aşağıdaki gibi tanımlanan tüm pozitif tam 

sayıların kümesi olan N 'nin alt kümelerinin doğal 

yoğunluğu kavramına dayanmaktadır: N ’nin ( )A  

olarak tanımlanan bir A  altkümesinin doğal 

yoğunluğu ( )  AknkA
nn = → :lim 1  ile 

tanımlanır. İstatistiksel yakınsama kavramını 

genelleştiren Kostyrko ve diğerleri [14]'te I-

yakınsama fikrini ortaya atmışlardır. Bu yönde 

daha fazla araştırma ve ideallerin daha fazla 

uygulaması [9, 10, 17, 20, 23, 24] çalışmalarında 

bulunabilir. 

Dizi yakınsaması matematiğin temel teorisinde 

çok önemli bir rol oynadığından, toplanabilirlik 

teorisinde, klasik ölçü teorisinde, yaklaşım 

teorisinde ve olasılık teorisinde birçok yakınsama 

kavramı vardır ve bunlar arasındaki ilişkiler 

tartışılmaktadır. İlgilenen okuyucu, dizi uzayları ve 

ilgili konular hakkında arka plan için Gürdal ve 

Huban [9] ve Nabiev ve diğerleri [18], [3] ve [15] 

monograflarına başvurabilir. Bundan esinlenerek, 

bu makalede üçlü dizilerin matematiksel özellikleri 

üzerine daha ileri bir araştırma yapılacaktır. Bölüm 

2'de bazı tanımlar ve notasyonlar 

hatırlatılmaktadır. Bölüm 3’de, üçlü diziler için 

https://alls-academy.com/index.php/ijanser
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lacunary 
I -yakınsaklık ve kuvvetli lacunary 

I -

yakınsaklık kavramları çalışılmıştır. Üçlü diziler 

için kuvvetli lacunary I-yakınsaklık ve kuvvetli 

lacunary 
I -yakınsaklık kavramları arasındaki 

bağıntılar incelenmiştir. Ayrıca, kuvvetli lacunary 


I -Cauchy üçlü dizi kavramı tanımlanmış ve 

kuvvetli lacunary I-Cauchy üçlü dizi ve kuvvetli 

lacunary 
I -Cauchy üçlü dizi kavramları 

arasındaki kapsamalar incelenmiştir. 

 

 

 

II. MATERYAL VE YÖNTEM 

Öncelikle bu makalede kullanılacak olan bazı 

temel kavramları hatırlayalım. N  ve R  ile 

sırasıyla tüm doğal ve reel sayıların kümelerini 

kastediyoruz. 

 

İstatistiksel yakınsama kavramı, doğal sayılardan 

oluşan N  kümesinin alt kümelerinin yoğunluğuna 

bağlıdır. Eğer K  kümesi N ’nin bir altkümesi ise 

nK  ifadesi }:{ nkKk   kümesi ile tanımlıdır 

ve || nK  ise .nK kümesinin kardinelitisi olarak 

gösterilir. K ’nın doğal yoğunluğu  

( ) n
n

K
n

K
1

lim
→

=  

ile verilir. Eğer her 0  için  

 ( ) 0: =−  kxk N  

eşitliği sağlanırsa, bir ( )
N

=
kkxx  dizisi   değerine 

istatistiksel yakınsaktır denir.  

 

İstatistiksel yakınsama kavramı, N  kümesinin alt 

kümelerinin bir ideali kavramı kullanılarak [14] 

makalesinde daha da genelleştirilmiştir. Eğer 

II  BAB  ve IBA,  ise I BA

koşulları sağlanır ise ( )NPI  kümesinin boştan 

farklı bir ailesine N  üzerinde bir ideal denir. 

( )NPI   koşulunu sağlayan N  üzerinde bir I 

idealine uygun ideal adı verilir. Eğer I  ideali N

nin tüm sonlu alt kümelerini içeriyorsa I uygun 

idealine gerçek ideal denir. Aksi söylenmedikçe 

çalışmamızda I bir gerçek ideal olarak 

tanımlanacaktır. ( )NPI  bir özdeş olmayan ideal 

olsun. Bir ( )  AMAM \:: NN == IIF  

sınıfı N  üzerinde I ideali ile ilişkili olacak şekilde 

filtre olarak tanımlayabiliriz. 

 

İstatistiksel yakınsamanın [14]'teki genellemesini 

hatırlayalım. I ideali N  üzerinde bir gerçek ideal 

ve ( )kxx =  ise bir reel dizi olsun. O zaman her bir 

0  için ( )   I−=  kxnA :N  kümesi 

sağlanıyorsa x  dizisi R  ye I-yakınsaktır denir. 

N ’nin tüm sonlu altkümelerinin idealini fI  ile 

gösterelim. O zaman fI  özdeş olmayan gerçek 

ideal olup fI -yakınsaklık ile adi anlamdaki 

yakınsaklık çakışır. 

 

I-yakınsaklık hakkında daha fazla bilgi için [17] 

çalışması ve kaynakları önerilir. 

 

Şimdi [19, 21]'de yer alan ve çalışma boyunca 

ihtiyaç duyulacak olan aşağıdaki temel kavramları 

hatırlayalım. 

 

Bir RN →3:x  veya )C  fonksiyonuna reel 

(karmaşık) üçlü dizi denir. Eğer her 0  için 

0,, nlkj   − jklx  olacak şekilde ( ) N0n  

mevcut ise ( )
jklx  üçlü dizisine Pringsheim 

anlamında   değerine yakınsaktır denir. 

 
Tanım 1. Eğer 

nkl

K
PK

nkl

lkn →
−=

,,
lim)(  

mevcut ise 
3N ’nin bir K  altkümesine )(K  doğal 

yoğunluğuna sahiptir denir. Burada dikey çubuk 

gösterimi ,np   ,kq   lr   olacak şekilde K

kümesindeki ( )lkn ,, ’nın sayısını tanımlar. O 

zaman bir ( )nklxx =  üçlü dizisinin Pringsheim 

anlamında   değerine istatistiksel yakınsak olması 

için gerekli ve yeterli koşul her 0  için  

( ) ( ) 0:,, 3 =−  nklxlkn N  

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 

Çalışma boyunca ( )NP 'nın ideallerini I  ile, ( )2NP

'nin ideallerini 2I  ile ve ( )3NP 'nin ideallerini 3I  

gösterimleri ile vereceğiz.  

 
Tanım 2. Eğer her 0  için 

( )  3

3 :,, I− nklxlkn N  

ise )( nklx  üçlü dizisine   değerine 3I -yakınsaktır 

denir. Bu durumda 3I - =nklxlim  ile gösterebiliriz. 
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00 =k  ve ,...2,1,0=r olsun. Bir lacunary )( rk=  

dizisi ile →r  iken 1−− rr kk  ile negatif olmayan 

tamsayıların bir artan dizisi olarak verebiliriz.   ile 

belirlenen aralık ( rrr kkI ,1−=  ve 1−−= rrr kkh  ile 

tanımlanır. Burada 
1−r

r

k

k
 oranı rq  ile 

tanımlanacaktır. 

 
Tanım 3 ([5]). Eğer  

iken  , ,0 10 →→−== − rjjhj rrr  

iken  , ,0 10 →→−== − skkhk sss  

ve 

iken  , ,0 10 →→−== − tllhl ttt  

olacak şekilde tamsayıların üç artan dizisi mevcut 

ise ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  üçlü dizisine üçlü 

lacunary dizi adı verilir.  

 

tsrtsrtsrtsr hhhhlkjk == ,,,, ,  olsun. tsr ,,  ise 

( )

, ve

,:,,

1

11,,

tt

ssrrtsr

lll

kkkjjjlkjI



=

−

−−

tsrtsr

t

t
t

s

s
s

r

r
r qqqq

l

l
q

k

k
q

j

j
q ====

−−−

,,

111

  ve,,  

ile belirleyelim. 
3ND  olmak üzere  

( ) ( ) DlkjIlkj
h

D tsr

tsr
tsr

= ,,:,,
1

lim)( ,,

,,
,,

3

  

sayısına (limiti mevcut olması şartıyla) D ’nin 
3

,, tsr -yoğunluğu denir. 

 

Bu makalede ihtiyaç duyulan diğer tanımlar ve 

özellikler [1, 11, 13, 20] çalışmalarında 

gösterilmiştir. 

III. BULGULAR 

Bu bölümde, üçlü diziler kavramını sunacağız 

ve kuvvetli lacunary I-yakınsama ve kuvvetli 

lacunary 


I -yakınsama ilişkilerini inceleyeceğiz. 

Daha sonra, kuvvetli lacunary 


I -Cauchy dizisi 

kavramını vereceğiz ve kuvvetli lacunary I-

Cauchy dizisi ile kuvvetli lacunary 


I -Cauchy 

dizisi arasındaki ilişkileri inceleyeceğiz. 

 

Aşağıdakileri tanımlıyoruz : 

 

Tanım 4. ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  bir lacunary üçlü 

dizi olsun. Eğer her 0  için 

( )
( )

3

,,,,

3

,,

1
:,, I













− 


jkl

Ilkjtsr

x
h

tsr
tsr

N  

sağlanıyorsa bir ( )
N

=
lkjjklxx

,,
 üçlü dizisi   

değerine kuvvetli lacunary I-yakınsaktır denir. Bu 

durumda ( )
3

I→jklx  yazabiliriz. 

 

Tanım 5. ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  bir lacunary üçlü 

dizi olsun. Bir ( )
N

=
lkjjklxx

,,
 üçlü dizisinin   ye 

lacunary 
I -yakınsak olması için gerekli ve yeterli 

koşul  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

(yani, 3

23 \ IKN ) için  

( ) ( )

=




→ mmm

tsrmmm

lkj

Ilkjtsr
Ktsr

tsr
x

h
,,,,,,

,,

,,

1
lim  

olacak şekilde 
3N ’nin 

....}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

bir alt kümesinin mevcut olmasıdır.  

 

Bu durumda ( )→
3

Ijklx  yazabiliriz. 

 

Tanım 6. ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  bir lacunary üçlü 

dizi olsun. Bir ( )
N

=
lkjjklxx

,,
 üçlü dizisinin   ye 

kuvvetli lacunary 
I -yakınsak olması için gerekli 

ve yeterli koşul  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

(yani 3

3 \ IKN ) için  

( ) ( )

0
1

lim
,,,,,,

,,

,,
=−




→


mmm

tsrmmm

lkj

Ilkjtsr
Ktsr

tsr
x

h
 

olacak şekilde 
3N  nin bir 

....}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

alt kümesinin mevcut olmasıdır.  

 

Bu durumda,  →
3

Ijklx  yazabiliriz. 

 

Teorem 1. 3I  bir gerçek ideal olsun. Eğer 

 →
3

Ijklx  ise ( )→
3

Ijklx  sağlanır. 

İspat. }{ jklxx =  dizisi   ye kuvvetli lacunary 
I -

yakınsak olsun. O zaman tanımdan  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

kümesi, 0  ve her 000 ,, rtrsrr   için  
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( )
( )

−





 
mmm

tsrmmm

lkj

Ktsr

Ilkjtsr

x
h

,,

,,,, ,,

1
 

olacak şekilde 0r  pozitif tamsayısı vardır öyle ki 

3N  nin ...}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

kümesi mevcuttur. Böylece her 0  ve 

000 ,, rtrsrr   için 

( )
( )

( )
( )

−

−

















mmm

tsrmmm

mmm

tsrmmm

lkj

Ktsr

Ilkjtsr

lkj

Ktsr

Ilkjtsr

x
h

x
h

,,

,,,,

,,

,,,,

,,

,,

1

1

 

elde edilir. Buradan teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Teorem 2. 3I  bir gerçek ideal olsun. Eğer 

 →
3

Ijklx  ise ( )
3

I→jklx  sağlanır. 

İspat. }{ jklxx =  dizisi   kuvvetli lacunary 
I -

yakınsak olsun. O zaman tanımdan  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

kümesi, 0  ve her 000 ,, rtrsrr   için  

( )
( )

−





 
mmm

tsrmmm

lkj

Ktsr

Ilkjtsr

x
h

,,

,,,, ,,

1
 

olacak şekilde 0r  pozitif tamsayısı vardır öyle ki 
3N ’nin ...}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

kümesi mevcuttur. Bu durumda 3I  gerçek ideal ve 

KZ = \3N  olur. Böylece 3IZ  ve 

( )
( )

}....;...;...{

1
:,,

000

,,

111

,,,,

3

rrr

jkl

Ilkjtsr

llkkjj

Zx
h

tsr
tsr
















− 


N  

olduğunu gözlemleriz. Buradan 

3111 }....;...;...{
000

I rrr llkkjj  

elde edilir. Bu ise  

( )
( )

3

,,,,

3

,,

1
:,, I













− 


jkl

Ilkjtsr

x
h

tsr
tsr

N  

anlamına gelir. O halde }{ jklx  dizisi   değerine 

kuvvetli lacunary I-yakınsaktır. Bu ise istenilen 

sonucu verir.  

 

Aşağıdaki tanım, (AP3) özelliğine sahip gerçek 

idealler için bir 3I -yakınsamasının bir 


3I -

yakınsaması ile karşılaştığını kanıtlamak için 

gereklidir. 

 

Tanım 7. ([11]) Eğer 3I ’ten çift olarak ayrık 

kümelerin her ( )
NjjA  dizisi için her Nj  ve 

3I  jj BN  için simetrik fark jj BA   sonlu bir 

küme olacak şekilde NjB , Nj , kümeleri 

mevcut ise bir 
3

23

NI  gerçek ideali (AP3) 

koşulunu sağlar denir. 

 

[11]'deki Teorem 5'i kullanarak aşağıdaki sonucu 

ispatsız olarak verebiliriz. 

 

Teorem 3. 3I  ideali (AP3) koşulunu sağlasın. Eğer 

( )
3

I→jklx  ise  →
3

Ijklx  sağlanır. 

 

Şimdi, lacunary 


3I -Cauchy üçlü dizisi ve kuvvetli 

lacunary 


3I -Cauchy üçlü dizisi terimlerini 

sunacağız. 

 

Tanım 8. ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  bir lacunary üçlü 

dizi olsun. Eğer her 0  ve her ,, 1Npj   

,, 2Nqk   3, Nrl   için  

( )
( )

3

,,,,

3

,,

1
:,, I













− 


pqrjkl

Ilkjtsr

xx
h

tsr
tsr

N  

olacak şekilde 21, NN  ve 3N  mevcut ise bir 

( )
N

=
lkjjklxx

,,
 üçlü dizisine kuvvetli lacunary I-

Cauchy dizisi denir.  

 

Tanım 9. ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  bir lacunary üçlü 

dizi olsun. Eğer bir ( )
N

=
lkjjklxx

,,
 üçlü dizisine 

lacunary 

I -Cauchy dizisi olarak tanımlanması 

için gerekli ve yeterli koşul  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{ IF=


tsrmmm IlkjtsrK N  

(yani, 3

3 '\ IKN ) kümesi için 

( ) ( )
( )

( ) 0
1

lim

,,,,
,,,,,

,,

,,
=−




→ nnnmmm

tsrnnn

mmm

rqplkj

Irqp
lkjtsr

Ktsr

tsr
xx

h
 

olacak şekilde 
3N  nin bir  

....}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

alt kümesinin mevcut olmasıdır. 
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Tanım 10. ( ) tsrtsr lkj ,,,,3 ==  bir lacunary 

üçlü dizi olsun. Bir ( )
N

=
lkjjklxx

,,
 üçlü dizisinin 

kuvvetli lacunary 
I -Cauchy dizisi olması için 

gerekli ve yeterli koşul  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

(yani 3

3 \ IKN ) kümesi için  

( ) ( )
( )

0
1

lim

,,,,
,,,,,

,,

,,
=−




→ nnnmmm

tsrnnn

mmm

rqplkj

Irqp
lkjtsr

Ktsr

tsr
xx

h
 

olacak şekilde 
3N ’nin bir 

....}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

alt kümesinin mevcut olmasıdır. 

 

Teorem 4. Eğer }{ jklx  üçlü dizisi kuvvetli 

lacunary 
I -Cauchy dizi ise o zaman }{ jklx üçlü 

dizisi lacunary 
I -Cauchy dizisidir. 

İspat. }{ jklxx =  bir kuvvetli lacunary 
I -Cauchy 

üçlü dizisi olsun. O zaman tanımdan  

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

kümesi, her 0  ve her 000 ,, rtrsrr   için  

( ) ( )
( )

−





 nnnmmm

tsrnnnmmm

rqplkj

Ktsr

Irqplkjtsr

xx
h

,,

,,,,,,, ,,

1
 

olacak şekilde bir 0n  pozitif tamsayısı ve 
3N ’nin  

...}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

alt kümesi vardır. Buradan her 0  ve her 

000 ,, rtrsrr   için  

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

−

−













nnnmmm

tsrnnnmmm

nnnmmm

tsrnnnmmm

rqplkj

Ktsr

Irqplkjtsr

rqplkj

Ktsr

Irqplkjtsr

xx
h

xx
h

,,

,,,,,,,

,,

,,,,,,,

,,

,,

1

1

 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Sonraki teoremler sırasıyla Teorem 1 ve 2'nin 

analogları olduğundan, aynı yöntemlerle 

kanıtlanabilir. 

 

Teorem 5. Eğer }{ jklx  üçlü dizisi kuvvetli lacunary 


I -Cauchy dizisi ise o zaman }{ jklx  üçlü dizisi 

kuvvetli lacunary I-Cauchy dizisidir. 

 

Teorem 6. 3I  ideali (AP3) koşulunu sağlasın. Eğer 

bir }{ jklx  üçlü dizisi kuvvetli lacunary I-Cauchy 

dizisi ise o zaman o dizi kuvvetli lacunary 
I -

Cauchy dizisidir. 

 

Şimdi aşağıdaki son teoremi sunuyoruz. 

 

Teorem 7. Eğer bir }{ jklx  üçlü dizisi   değerine 

kuvvetli lacunary 
I -yakınsak ise o zaman }{ jklx  

üçlü dizisi kuvvetli lacunary I-Cauchy dizisidir. 

İspat. }{ jklxx =  üçlü dizisi bir   değerine kuvvetli 

lacunary 
I -yakınsak olsun. O zaman tanımdan 

( ) ( ) ( )3,,

3 },,:,,{' IF= tsrmmm IlkjtsrK N  

kümesi, için  

( )
( )

0
1

,,

,,,, ,,

=−





 
mmm

tsrmmm

lkj

Ktsr

Ilkjtsr

x
h

 

olacak şekilde 
3N  nin 

...}...;...;{ 212121 = llkkjjK  

kümesi vardır. Bu sebeple her 0  ve her 

000 ,, rtrsrr   için  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )
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1

1

1

,,

,,,,

,,

,,,,

,,

,,,,,,,

,,

,,

,,


+

−+

−

−























nnn

tsrnnn

mmm

tsrmmm

nnnmmm

tsrnnnmmm

rqp

Ktsr

Irqptsr

lkj

Ktsr

Ilkjtsr

rqplkj

Ktsr

Irqplkjtsr

x
h

x
h

xx
h

 

elde edilir. O halde  

( ) ( )
( )

0
1

lim

,,,,
,,,,,

,,

,,
=−




→ nnnmmm

tsrnnn

mmm

rqplkj

Irqp
lkjtsr

Ktsr

tsr
xx

h
 

olur. Teorem 5, }{ jklx  üçlü dizisinin bir kuvvetli 

lacunary I -Cauchy dizisi olduğunu verir. Bu ise 

teoremin ispatını tamamlar 

IV. SONUÇLAR 

Bu çalışma toplanabilirlik teorisi alanına üç katkı 

sağlamaktadır: (i) üçlü diziler için bir tür lacunary 

I -yakınsaması; (ii) üçlü diziler için kuvvetli 

lacunary 

I -yakınsaması kavramı; ve (iii) kuvvetli 
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lacunary 
I -Cauchy üçlü dizisi kavramı. Bu 

sonuçlar üçlü dizilerin yakınsaklık problemlerini 

incelemek için kullanılabilir. Bu kavramlar 

gelecekte üçlü dizi üzerindeki Orlicz fonksiyonu 

için de çalışılabilir. 
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