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Ozet — Istatistiksel yakinsama ilk olarak 1951 yilinda Fast [6] tarafindan ¢alisilmustir. Fridy ve Orhan [8],
lacunary dizisini kullanarak lacunary istatistiksel yakinsamay1 incelemislerdir. Kostyrko ve digerleri [14]
dogal say1 kiimesi iizerindeki idealleri kullanarak ideal yakinsamay1 sunmuslardir. Bu makalenin ikinci

yazan ve galisma grubu tarafindan I-Cauchy, I*-Cauchy dizisi ve tgli dizi kavramlar1 literatiire

kazandirilmistir. Bu galismada ise tglii diziler i¢in lacunary I®-yakinsaklik ve kuvvetli lacunary I'-
yakinsaklik kavramlari tanimlanmistir. Ayrica, U¢lii diziler icin kuvvetli lacunary I-yakinsaklik ve

kuvvetli lacunary I°-yakinsaklik arasindaki iligkiler arastirilmistir. Son olarak, kuvvetli lacunary I°-
Cauchy ticlii dizisi kavrami tamimlanmis ve kuvvetli lacunary I-Cauchy tg¢li dizisi ile kuvvetli lacunary
I"-Cauchy Uglii dizisi arasindaki iliskiler arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler — Lacunary dizi, iiclii dizi, ideal yakinsaklik, I" -yakinsaklik, (AP3) kosulu, Cauchy dizisi

tanimlanir.  Istatistiksel ~yakmsama kavramni
genellestiren Kostyrko ve digerleri [14]'te I-
yakinsama fikrini ortaya atmislardir. Bu yonde

I. GIRIS
Fast [6], istatistiksel yakinsama olarak
adlandirilan olagan sirali limit kavraminin bir

genellemesini sunmustur. Salat [22] istatistiksel
yakinsamanin bazi temel O6zelliklerini vermistir.
Son zamanlarda, Mursaleen ve Edely [16] ¢oklu
diziler i¢in istatistiksel yakinsama  fikrini
sunmustur ve ikili ve {i¢lii dizilerin istatistiksel ve
ideal yakinsamasi tizerine birka¢ makale vardir
(bkz. [2, 9, 11, 13, 19]). Fridy ve Orhan [8]
lacunary istatistiksel yakinsama  kavramini
tanimlamistir. Bu kavramin ¢esitli uygulamalar [1,
4, 7, 12, 24, 25] calismalarinda bulunabilir. Bu
fikir, asagidaki gibi tamimlanan tim pozitif tam
sayilarin kiimesi olan N 'nin alt kiimelerinin dogal
yogunlugu kavramina dayanmaktadir: N ’nin 5(A)
olarak tanimlanan bir A altkiimesinin dogal
yogunlugu S(A)=lim _ t{k<n: ke A}| ile

n—w n

daha fazla arastirma ve ideallerin daha fazla
uygulamasi [9, 10, 17, 20, 23, 24] ¢alismalarinda
bulunabilir.

Dizi yakinsamasi matematigin temel teorisinde
cok onemli bir rol oynadigindan, toplanabilirlik
teorisinde, klasik Ol¢ii  teorisinde, yaklasim
teorisinde ve olasilik teorisinde bir¢ok yakinsama
kavrami vardir ve bunlar arasindaki iliskiler
tartistlmaktadir. ilgilenen okuyucu, dizi uzaylari ve
ilgili konular hakkinda arka plan i¢in Giirdal ve
Huban [9] ve Nabiev ve digerleri [18], [3] ve [15]
monograflarina bagvurabilir. Bundan esinlenerek,
bu makalede ti¢li dizilerin matematiksel 6zellikleri
iizerine daha ileri bir aragtirma yapilacaktir. Boliim
2'de bazi tanimlar ve notasyonlar
hatirlatilmaktadir. Bolim 3’de, iigli diziler i¢in
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lacunary I"-yakinsaklik ve kuvvetli lacunary I'-
yakinsaklik kavramlar1 calisilmistir. Uglii diziler
icin kuvvetli lacunary I-yakinsaklik ve kuvvetli
lacunary I'-yakinsaklik kavramlar1 arasindaki
bagintilar incelenmistir. Ayrica, kuvvetli lacunary
I"-Cauchy tglii dizi kavrami tanmimlanmis ve
kuvvetli lacunary I-Cauchy ig¢li dizi ve kuvvetli
lacunary I'-Cauchy gl dizi kavramlari
arasindaki kapsamalar incelenmistir.

1. MATERYAL VE YONTEM

Oncelikle bu makalede kullanilacak olan baz
temel kavramlari hatirlayalm. N ve R ile
sirastyla tiim dogal ve reel sayilarin kiimelerini
kastediyoruz.

Istatistiksel yakinsama kavrami, dogal sayilardan
olusan N kiimesinin alt kiimelerinin yogunluguna
baghdir. Eger K kiimesi N ’nin bir altkiimesi ise

K, ifadesi {ke K : k<n} kiimesi ile tanimlidir

ve |K,| ise K, .kiimesinin kardinelitisi olarak

n

gosterilir. K 'nin dogal yogunlugu
5(K)= |im1|Kn|
n— n
ile verilir. Eger her ¢ >0 igin
S(keN :|x —12e})=0
esitligi saglanirsa, bir X =(x, )keN dizisi ¢ degerine
istatistiksel yakinsaktir denir.

[statistiksel yakinsama kavrami, N kiimesinin alt
kiimelerinin bir ideali kavrami kullanilarak [14]
makalesinde daha da genellestirilmistir. Eger
BcAcI=BeI ve ABeI ise AuBeI
kosullar1 saglanir ise I < P(N) kiimesinin bostan

farkli bir ailesine N iizerinde bir ideal denir.
I1#P(N) kosulunu saglayan N iizerinde bir I
idealine uygun ideal adi verilir. Eger I ideali N
nin tiim sonlu alt kiimelerini igeriyorsa I uygun
idealine ger¢ek ideal denir. Aksi sOylenmedikce
calismamizda I bir gergek ideal olarak
tammlanacaktir. I < P(N) bir 6zdes olmayan ideal

olsun. Bir F(I)={M cN :3Ae1 : M =N\A}

smift N tizerinde I ideali ile iliskili olacak sekilde
filtre olarak tanimlayabiliriz.

[statistiksel yakisamanin [14]'teki genellemesini
hatirlayalim. I ideali N iizerinde bir gergek ideal

ve x=(x,) ise bir reel dizi olsun. O zaman her bir
£>0 igin Ale)={neN :|x —/>¢feT kiimesi
saglantyorsa X dizisi /€ R ye I-yakinsaktir denir.
N ’nin tim sonlu altkiimelerinin idealini I, ile
gosterelim. O zaman I; oOzdes olmayan gergek
ideal olup I,-yakinsaklik ile adi anlamdaki

yakinsaklik ¢akisir.

I -yakinsaklik hakkinda daha fazla bilgi igin [17]
caligmasi ve kaynaklari onerilir.

Simdi [19, 21]'de yer alan ve g¢alisma boyunca
ihtiya¢ duyulacak olan asagidaki temel kavramlari
hatirlayalim.

Bir x: N®* >R fveya C) fonksiyonuna reel
(karmagik) tglii dizi denir. Eger her &£>0 igin
3k, 1=n, ‘Xjk,—£‘<g olacak sekilde ny(g)eN
mevcut ise (Xjkl) tglii  dizisine Pringsheim

anlaminda ¢ degerine yakinsaktir denir.

Tanmm 1. Eger

S(K)=P- lim [Kna
nkI-o nkli

mevcut ise N*’nin bir K altkiimesine 5(K) dogal

yogunluguna sahiptir denir. Burada dikey c¢ubuk
gosterimi p<n, <k, r<l olacak sekilde K
kiimesindeki (n,k,l)’mn sayisini tanimlar. O
zaman bir x=(x,,) iclii dizisinin Pringsheim
anlaminda ¢ degerine istatistiksel yakinsak olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul her £ >0 igin
S({(n k1 eN?: [x, — 1|2 })=0

esitliginin saglanmasidir.

Calisma boyunca P(N)'nin ideallerini I ile, P(NZ)
'nin ideallerini I, ile ve P(N3)'nin ideallerini I,

gosterimleri ile verecegiz.

Tanim 2. Eger her ¢ >0 igin

{(n, k,1)e N*: Xya — €] = g}e I,
ise (X,) ucli dizisine ¢ degerine I,-yakinsaktir
denir. Bu durumda I,-limx,, =/ ile gosterebiliriz.
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k,=0 ve r=0,12,..olsun. Bir lacunary 6=(k,)
dizisi ile r —> oo iken k, —k, , ile negatif olmayan
tamsayilarin bir artan dizisi olarak verebiliriz. 6 ile
belirlenen aralik 1, =(k,_,,k ] ve h =k -k, _, ile

r-11"r

k -
tanimlamr.  Burada ~  oram g, ile
r-1

tanimlanacaktir.

Tamm 3 ([5]). Eger

jo=0,h =] —j,, >, r—>wiken

k, =0, hy =k, =k, ; > ©,s —>iken
ve

l,=0, h =1 -1_, > o, t—>owiken

olacak sekilde tamsayilarin ii¢ artan dizisi mevcut
ise 0,=0,, = {(j, k., 1)} glii dizisine iiclii
lacunary dizi ad1 verilir.
Koo = I Kl h

rsttr st

=h.hh, olsun. 4, ise

Ir,s,t = {(J’k’l) : jr—l< J S jrlks—1<kSks

vel,, <1<},

~ e g, =X g =loveq,., =q.a.0
jr_11 s ks_l, t It_l r,s,t r st

ile belirleyelim. D < N® olmak iizere

3 =lim—={(ik1)el,., : (ke

ar

sayisina (limiti mevcut olmasi sartiyla) D ’nin
0’ . . -yogunlugu denir.

r,s,t

Bu makalede ihtiya¢ duyulan diger tanimlar ve
ozellikler [1, 11, 13, 20] c¢alismalarinda
gosterilmistir.

I.BULGULAR

Bu boliimde, ti¢lii diziler kavramini1 sunacagiz
ve kuvvetli lacunary I-yakinsama ve kuvvetli
lacunary I"-yakinsama iligkilerini inceleyecegiz.

Daha sonra, kuvvetli lacunary I"-Cauchy dizisi
kavramimi verecegiz ve kuvvetli lacunary I-

Cauchy dizisi ile kuvvetli lacunary I"-Cauchy
dizisi arasindaki iligkileri inceleyecegiz.

Asagidakileri tanimliyoruz :

Tamm 4. 6,=6, . ={(j,.k,,1,)} bir lacunary iiclii

rs,t =

dizi olsun. Eger her ¢ >0 i¢in

{(r,s,t)eN3:i z ‘Xjk,—€‘28}eI3

r,s,t (jxkxI)EIr‘s‘t

saglaniyorsa bir X:(Xjk|)j,k,leN tgli dizisi /

degerine kuvvetli lacunary I -yakinsaktir denir. Bu
durumda X, —M(Iga) yazabiliriz.

Tanmm 5. 0,=0, = {(i, k., 1)} bir lacunary iiclii

dizi olsun. Bir X:(Xjkl)j,k,IeN ticlii dizisinin / ye
lacunary I"-yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul
K':{(r,s,t)e N° : (jm,km,lm)e Ir,s,t}EF(IS)
(yani, N*\K? e1,) i¢cin
. 1
lim —
(reeK
olacak sekilde N*®’nin
K={j, <], <.k <k, <.l <l, <.}

bir alt kiimesinin mevcut olmasidir.

_ Xjpkoly =1
r,s;t (vakmvlm)dr,s‘t

Bu durumda x;, — ¢(z;, ) yazabiliriz.

Tamm 6. 6,=0, ., ={(j,.k.,1,)} bir lacunary iiclii

r,s,t

dizi olsun. Bir x=(x,)., _ iclii dizisinin ¢ ye

kuvvetli lacunary I’ -yakinsak olmasi igin gerekli
ve yeterli kosul

K':{(I’,S,t)ENS (jm’km’lm)e Ir,S,t}EF(IS)
(yani N*\K’eI,) igin

im 1Y X,

Jmkmlm

—4:0

olacak sekilde N2 nin bir
K={j, <], <.k <k, <.;l<l, <.}
alt kiimesinin mevcut olmasidir.

Bu durumda, x;, — |z, | yazabiliriz.

Teorem 1. I, bir gergek ideal olsun. Eger

X jki —>/Z[I’[93J IS8 Xy —>£(I;3) saglanir.

Ispat. x={x;,} dizisi ¢ ye kuvvetli lacunary 1’-

yakinsak olsun. O zaman tanimdan
K'={(r,s,t)eN® : (ju, Kpsln)el, s yeF(T,)

kiimesi, € >0 ve her r>r,,s>ry,t>r, i¢in
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1

- ‘ijkmlm — é‘ <&

r,s,t (jm'kmvlm)EIr,s,l
(r,s,t)eK’

olacak sekilde r, pozitif tamsayisi vardir dyle Ki

N® nin K={j<j,<.;k<k,<.;l<l,<.}

kiimesi mevcuttur. Bdylece her &>0 ve
r>ry,s>r,t>r, icin
1
h Z ijkmlm - f

r,s,t (jmvkmvlm)EIr,s,t
(r,s,t)eK’

< L z
hr,s,t (jmvkmvlm)EIr.s‘t

(r,s,t)eK’
elde edilir. Buradan teoremin ispati tamamlanir.

‘ijkmlm — Z‘ <ég

Teorem 2. I,

Xj — K[I;BJ ise xjy — ((1, ) saglanr.

bir gercek ideal olsun. Eger

Ispat. x={x;,} dizisi ¢ kuvvetli lacunary I'-
yakinsak olsun. O zaman tanimdan
K'={(r,s,t)eN° : (j, .k 1 )e N 3= F(1,)
kiimesi, £ >0 ve her r>r,,s>r,,t>r, igin
1

H ‘ijkmlm — Z‘ <&

r.s.t (imknodm el s

(r,s,t)eK’
olacak sekilde r, pozitif tamsayis1 vardir dyle ki
N*nin  K={j, <], <.k <k, <.;l <l, <.}
kiimesi mevcuttur. Bu durumda I, gergek ideal ve
Z =N*\K'’ olur. Béylece Z € I, ve

{(r,s,t)eN3: L > xjkl—ﬁzg}cz

st (J.k el o

U, <. <pik <<kl <<}

oldugunu gozlemleriz. Buradan
{ii <<k <<kl <<l }eI,
elde edilir. Bu ise
1
(rst)eN® : —— > |x,—(zsrel,
hr,s,t (J.kDelr s

anlamma gelir. O halde {x;,} dizisi ¢ degerine

kuvvetli lacunary I-yakinsaktir. Bu ise istenilen
sonucu Verir.

Asagidaki tanim, (AP3) ozelligine sahip gercek
idealler igin bir I,-yakinsamasmin bir I,-

yakinsamasi ile kanitlamak igin

gereklidir.

karsilastigini

Tanmm 7. ([11]) Eger I,’ten ¢ift olarak ayrik
kiimelerin her (A;). |

U,y Bj €I, igin simetrik fark A;AB; sonlu bir

dizisi i¢in her jeN ve

kiime olacak sekilde B; =N, jeN, kiimeleri

mevcut ise bir I, =2 gerek ideali (AP3)
kosulunu saglar denir.

[11]'deki Teorem 5'i kullanarak asagidaki sonucu
ispatsiz olarak verebiliriz.

Teorem 3. I, ideali (AP3) kosulunu saglasin. Eger
Xj = ((Iga) ise X, —> K[I:%J saglanir.

Simdi, lacunary I,-Cauchy tglii dizisi ve kuvvetli

lacunary dizisi  terimlerini

Sunacagiz.

I,-Cauchy igli

Tanm 8. 6,=06, ., ={(j, .k

.k, 1)} bir lacunary iiclii
dizi olsun. Eger her ¢>0 ve her

k,g>N,, |,r >N, i¢cin

Ihp=N,
1
{(r,s,t)e N3 - —t('k% ‘Xjkl—qur 26}613
r,s,t (J.K, r,s,t

N;,,N, ve N, mevcut ise bir

olacak sekilde
X=(Xjk,)j 1oy Ueli dizisine kuvvetli lacunary I-

Cauchy dizisi denir.

Tamm 9. 6,=0, ; = {(,.k,1.)} bir lacunary iiglii

dizi olsun. Eger bir X:(ij)j oy Uclil dizisine

lacunary I"-Cauchy dizisi olarak tanimlanmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

K’ ={(r’s"t)E N3 (jm’km7|m)e II",S,t}e F(I3)
(yani, N*\ K'e I,) kiimesi i¢in

B S (i X )=0
(e TS (ot

olacak sekilde N® nin bir
K={j, <], <.k <k, <.l <l,<...}

alt kiimesinin mevcut olmasidir.
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Tamm 10. 6,=06, ., ={(j,.k.l,)} bir lacunary

iielii dizi olsun. Bir x=(x) . iiclil dizisinin
kuvvetli lacunary I"-Cauchy dizisi olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul
K'={(r,s.t)eN* : (jn.knln)el,  }eF(T)
(yani N*\ K’ e I,) kiimesi igin

lim —1 X X
r.s.too ) ‘ jmkmlm Pnlnf -
" e st (ms Ko I,

(r,s.theK Epn,qn,rn)elr,s,t

olacak sekilde N®’nin bir
K={j, <], <.k <k, <.;l <l, <.}
alt kiimesinin mevcut olmasidir.

Teorem 4. Eger {X;,} {cli dizisi kuvvetli
lacunary 1°-Cauchy dizi ise o zaman{x,,}ii¢lii
dizisi lacunary I°-Cauchy dizisidir.
Ispat. x={x;,} bir kuvvetli lacunary I"-Cauchy
ticlii dizisi olsun. O zaman tanimdan
K':{(r,s,t)e N - (jm,km,lm)e I e F(Is)
kiimesi, her € >0 ve her r>ry,s>ry,t>r, igin

1

h

X

pnann < 8

‘ijkmlm -
rvsvt (jm!km'lm)'(pn!qn'rn)EIr,s,t
(r,s,t)eK’
olacak sekilde birn, pozitif tamsayis1 ve N°®’nin
K={j, <], <.k <k,<.;lL<l,<..}
alt kiimesi vardir. Buradan her ¢>0 ve her
r>r,s>r,t>r, icin

e (
h . ijkmlm - Xpnann
r,s,t (vakmvlm)v(pnvqn!rn)elr,s.t
(r,s,t)eK’
1
< — ) _
- h ‘XJmkam Xpnann <&

r,s,t (jmvkmvlm)v(pnvqnvrn)EIr,s,t
(I’,s,t)eK'

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonraki teoremler sirasiyla Teorem 1 ve 2'min
analoglart  oldugundan, ayn1  ydntemlerle
kanitlanabilir.

Teorem 5. Eger {X;} ticlii dizisi kuvvetli lacunary
I"-Cauchy dizisi ise o zaman {x;} tgcli dizisi
kuvvetli lacunary I-Cauchy dizisidir.

Teorem 6. I, ideali (AP3) kosulunu saglasin. Eger
bir {X;,} tglii dizisi kuvvetli lacunary I-Cauchy

dizisi ise o zaman o dizi kuvvetli lacunary I"-
Cauchy dizisidir.

Simdi asagidaki son teoremi sunuyoruz.

Teorem 7. Eger bir {x;,} tclii dizisi ¢ degerine
kuvvetli lacunary I"-yakinsak ise o zaman {X,}

tclii dizisi kuvvetli lacunary I-Cauchy dizisidir.
Ispat. x={x;,} tglii dizisi bir ¢ degerine kuvvetli

lacunary I"-yakinsak olsun. O zaman tanimdan
KI:{(r’ s’t)E NS : (jm’ km’ Im)e Ir,s,t}e F(IS)
kiimesi, i¢in
1
— X
hr,s,t (jm!km%)eh,s,t‘
(r,s,t)eK'

olacak sekilde N® nin
K={j <], <.k <k, <.l <l,<..}
kiimesi vardir. Bu sebeple her £ >0 ve her
r>r,s>r,t>r, i¢in
1

h

—4:0

jmkmlm

_ ‘ijkmlm ~Xoaun,
r,s,t (Jm,kmxlm)v(pnxanrn)EIr.s.t
(r,s,t)eK’

<L

- xklm—ﬁ‘

| Xk,
rvsvt (Jmlkm ’Im)EIF,S,I
(r,s,t)eK’

1
R E
r,s,t (pn yOns T )Elr,s,l
(r,s,t)eK’

‘Xpnann _4

& &
<—4+—=
2 2
elde edilir. O halde
. 1
lim —
rs,t-o f

st jm,km,lm),
(s, t)eK gpnanlrn)elr,s,t

olur. Teorem 5, {x;,} tclii dizisinin bir kuvvetli

lacunary I-Cauchy dizisi oldugunu verir. Bu ise
teoremin ispatini1 tamamlar

Xoqur| = 0

jmkmlm -

IV.SONUCLAR

Bu calisma toplanabilirlik teorisi alanina ii¢ katki
saglamaktadir: (i) Ui¢li diziler i¢in bir tiir lacunary
I'-yakinsamasi; (ii) Uglii diziler i¢in kuvvetli
lacunary I"-yakinsamasi kavrami; ve (iii) kuvvetli

223



Uluslararast Ileri Doga Bilimleri ve Miihendislik Aragtirmalar: Dergisi

lacunary I"-Cauchy tiglii dizisi kavrami. Bu
sonuglar iiclii dizilerin yakinsaklik problemlerini
incelemek icin kullanilabilir. Bu kavramlar
gelecekte ticlii dizi iizerindeki Orlicz fonksiyonu
icin de caligilabilir.
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