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Ozet — Bu calismada, etkilesim noktas1 adi verilen sol ve sag araliklarin ortak ucuna uygulanan smir
iletim kosullar1 olan tekil iki-aralikli Sturm-Liouville problemleri arastirilmigtir. Tiim 6zdegerlerinin
basitligini yani geometrik katinin bire esit oldugunu ve farkli 6zdegerlere ait Ozfonksiyonlarin
ortogonalligini garanti eden yeterli kosullar bulunmustur. Ozel durum B=1 durumunda ele alinan problem
ve elde edilen sonuglar benzer klasik olan problemlere indirgenmektedir. Dolayisiyla elde edilen sonuglar
karsilik gelen klasik sonuglari genellestirmektedir.

Anahtar Kelimeler — Sinir Deger Problemi, Ozdeger, Ozfonksiyon, Etkilesim Noktast.

. GIRIS

Sturm-Liouville problemleri miithendislikte, fizikte ve son zamanlarda hatta biyoloji ve sosyal bilimlerde
bile ortaya ¢ikmaktadir. Bu problemler adi ve kismi diferansiyel denklemler igin 6zdeger problemlerine
yol acar. Bilim ve miihendislik uygulamalarinda degiskenlere ayrilma yontemi kullanildiktan sonra
Sturm-Liouville siir deger problemleri ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, piyano veya keman teli gibi iki
direk arasima gerilmis, gergin ve homojen bir teli diigiintin. Telleri, kiigiik enine titresimler yasayacak
sekilde ¢ekildigini varsayalim. Eger u = u(x,t) telin x noktasinin t aninda baslangic konumundan
sapmasi ise, o0 zaman u(x, t)

Upp = C%Uyy , 0<X <1, 1>0, (1)

dalga denklemini

IA

u(x,0) = f(x), 0 <x
u(x,0) = g(x), 0 < x <,
baslangic kosullarini ve

u(0,) =0, t > 0, )
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u(l,t)=0,t = 0, 3)

siir kosullarmi saglar. Burada [ telin uzunlugunu, ¢ =./t/p dalga yayilma hizini, t teldeki
gerginligin yatay bilesenini ve p ipin dogrusal yogunlugunu gostermektedir. f ve g fonksiyonlari sirasi
ile telin baslangi¢ andaki yer degistirmesini ve baslangi¢ hizin1 belirtir. Eger dis kuvvetler homojen tele
etki ederse dalga denklemi

Upe = C2 Uy, + F(X, 1)

olur, burada F(x, t) telin Sekil 1'deki gibi egilmesiyle ortaya ¢ikan dis enine kuvvetleri modeller.

] |

Sekil 1.3: Bir Telin Titresimleri

Eger tel homojen degilse, o zaman p = p(x) > 0 olur ve dalga denklemi daha genel olan
p () uge = (T(E) uy)y

bigiminde ifade edilir. py, T, sabitler ve ¢ = m olmak tizere tel p(x) = po ve T = 1, olacak sekilde
homojen olsun. Eger —\ ayirma sabiti olmak tizere X(x) ve T(t) fonksiyonlari sirasi ile

X"(x)+ 2X(x) = 0, (4)

X)) =0 X)) =0, (5)
Sturm-Liouville problemini ve

T"(t) + Ac?2T(t) = 0,
Sturm-Liouville denklemini saglarsa bu taktirde
u(x,t) = X(x)T(t)

fonksiyonu da (1) dalga denklemini ve (2), (3) sinir kosullarini saglar. X(x) fonksiyonu i¢in elde edilen
(4)-(5) Sturm-Liouville problemi her zaman X(x) = 0 ¢oziimiine sahiptir. Bu nedenle, ayrilmis
coziimler sadece (4) probleminin sifir olmayan ¢ozlimleri olacak sekilde A degerleri varsa yararl
olacaktir. Bilindigi gibi, degiskenlere ayrilma yontemi X icin bir 6zdeger problemine yol agcmistir. Bu,
Euler burkulmasinda karsilasilan 6zdeger probleminin aynisidir. Eger tel homojen degilse ve gerilimin
yatay bileseni zamana bagliysa, sinir deger problemi

X"(x)+ Ap(x)X(x) = 0,
X(0) =0, X(Hh =0

seklini alir ve ayrilmis bir ¢oziimiin zamansal faktorii ise

258



International Journal of Advanced Natural Sciences and Engineering Researches

T"(t) + At(t)T = 0.

Sturm-Liouville denklemini saglar. Adi diferansiyel denklemler i¢in 6zdeger problemleri (bu tiir
problemler genel olarak Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilmaktadir) literatiirde ilk defa 1908
yilinda Birkoffun [1], [2] calismalarinda arastirilmaya baslanmistir. Bu g¢aligmalardan sonra 6zdeger
(spektral) problemler, gittikge artan bir ilgi ile arastirilmis ve c¢ok biiyiik gelismeler saglamastir.
Ozellikle 19. yiizyilin ortalarinda Sturm ve Liouvillenin yapti1 calismalar bu konuya yeni bir ivme
kazandirmistir. Bu konuda gilinlimiize kadar binlerce makale ve kitap yazilmistir (6rnegin, [3-5]
kaynaklarina ve bu kaynaklara yapilmis atiflara bakin). Matematiksel fizigin bazi1 6nemli problemlerinin
sadece bolgenin smirinda belirtilen, sinir kosullar1 olarak adlandirilan kosullar1 degil, ayn1 zamanda
verilen i¢ yiizeyde belirtilen, iletim kosullart olarak adlandirilan kosullar1 da igermektedir. Son
zamanlarda, ek iletim kosullarini i¢ceren sinir deger problemlerine olan ilgi giderek artmaktadir (6rnegin,
[6-14 ] bakiniz).

I1. ESAS SONUCLAR

Bu c¢alismada asagidaki iki aralikli, singular (tekil) Sturm-Liouville problemininin 0zdeger ve
Ozfonksiyonlarinin bazi temel &tellikleri incelenecektir. Ortak u¢ noktast olan ayrik [—1,0) ve
(0,1] araliklarinda tanimli olan

Su = —(pE)u)’ + q(x)u = Au(x) (6)

diferensiyel denkleminden
u(0) = u(-0) ()
u'(0) = pu'(-0) (8)

iletim sartlarindan (bu sartlar literatiirde gegis sartlari, sigrama sartlar1 veya impulsive sartlari olarak da
adlandirilmaktadir) olusan probleme iki aralikli diferensiyel denklemi de denir (2ADD) . Burada p(x)
ve q(x) reel degerli fonksiyonlar B reel sayidir, A ise reel parametredir. Calisma boyunca p(x) ve q(x)
fonksiyonlarinin asagidaki sartlar: sagladigi kabul edilecektir.

1) p(x) ve q(x) fonksiyonlart [—1,0) ve (0, 1] arlaiklarinin her birinde siireklidirler.

2)vx € (-1,00 U (0,1), p(x) >0,

3) p(x) fonksiyonu (—1,0) ve (0,1) araliklarinin her birinde siirekli diferansiyellenebilirdir.
4) i) Sonlu p(£0) limit degerleri mevcuttur.

ii) Sonlu g(£0) limit degerleri mevcuttur.

5 p(=0)>0, p(+0) > 0,p(-1) +p(1) >0

6) p+#0
Tanim 1. (6)-(8) 2ADD verilsin.
1) p(1) > 0 oldugu durumda |y, |+ |&; |#0 olmak iizere

yiu(=1D+6u'(=1) =0 (9)
sinir sartindan
2) p(—1) > 0 oldugu durumda |y, |+ |8, | #0 olmak lizere

Yo u() +6,u' (1) =0 (10)
sinir sartindan
3) p(—1) > 0vep(1l) >0 oldugu durumdaise |y; |+ | 8; | #0 (i=1,2) olmak ilizere

yiu(=1) +6u'(-1) =0 (11)

Y2 u(1) +8u'(1) =0 (12)
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sinir sartlarindan olusan problemi iki aralikli singular Sturm-Liouville smir deger gecis problemi
(2ASSLSDGP) olarak adlandirilacaktir.
Tammm 2. Eger her hangi bir A=4, i¢in 2ASSLSDGP-nin 6zdes olarak sifirdan farkli u,(x,1y) 0
¢Oziimil varsa, 4o —a bu problemin 6zdegeri uy(x, ) fonksiyonuna ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon
denir, (A, uy(x)) ciftine ise ozgift denir.
Teorem 3. uy(x)=u(x, ;) ve u,(x)=u(x, A,) fonksiyonlar1 2ASSLSDGP nin iki 6zfonksiyonu olsun.
O halde

1) eger p(—1) > 0 ise d6yle C# 0 sayis1 mevcuttur Ki

U (-1) = Cuy (1), up'(-1) = Cuy' (-1) (13)
esitlikleri saglanir.

2) eger p(1) > 0ise 6yle D# 0 sayisit mevcuttur ki

u; (1)=Duy (1), u,'(1) = Duy" (1) (14)
esitlikleri saglanir.
3) eger p(—1) p(1) > 0 ise o halde dyle E# 0 sayist mevcuttur Ki

Uy (-1)=Euy (-1), uy'(-1) = Euy' (-1) (15)
ve

u,(1)=Ewy (1), u,'(1) = Euy’ (1) (16)
esitlikleri saglanir.

Ispat. ilk énce p(—1) > 0 durumu igin ispat1 yapalim. Bu durumda tanim 1 geregi
Yiug D+ 68w (1) =0
ve
Y1z (V1) +61u" (=1) =0

esitlikleri saglanir. Bu esitlikler y4,; degiskenlerine gore homojen lineer denklemler sistemi oldugu
icinve |y; |+ |8; |#0 oldugu igin sistemin determinant1 sifira esittir; yani

w (-1 w' (D,
w (-1 ' (-1)

esitligi saglanir. O halde bu determinantin satir vektorleri lineer bagimli olacagindan
(uz -1 ) _c <u1 (—1))
u," (—1) u;'(—1)
olacak bigimde C+ 0 mevcuttur.

Simdi p(1) > 0 durumu igin ispat yapalim. Tanim 1 geregi
Y2ug (1) +8u," (1) =0

ve
Y2 uz (1) +8,u," (1) =0

esitlikleri saglanir. ('y,, 6,) # (0,0) oldugu i¢in
b () w' D],
u (1) up' (1)
olur. Budurumda determinantin satir vektorleri lineer bagimli olacagindan
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uz (1)=Duy (1),u,'(1) = Duy’ (1)

olacak bi¢imde D# 0 mevcuttur. Boylece p(1) > 0 durumu igin de ispat tamamlanmis oldu.
p(=1) p(1) > 0 oldugu durumda hem p(—1) > 0 hem de p(1) > 0 olacagindan 6yle C+ 0 ve
D=+ 0 sayilar1 mevcuttur ki

Uy (-1) = Cuq (1), ux'(-1) = Cuy’ (-1) 17)
Ve
u; (1)= Duy (1), uy’(1) = Duy’ (1) (18)
esitlikleri saglanir. (17) esitliginden
W(uy,upy;—1) =0 (19)

esitligi elde edilir. O halde adi diferensiyel denklemler teorisinden iyi bilinen teorem geregi [3] Vx €
[_1;0)
W(uy, up;x) =0 (20)

elde edilir. Bu nedenle u; ve u, fonksiyonlar1 [—1,0) sol araliginda lineer bagimlidir. Ayrica u, (-1) =
Cu, (-1) oldugu i¢in Vx € [—1,0)
U (X) = Cuy (X) (21)

esitligini elde ederiz. Benzer sekilde W(uq, u,; —1) = 0 esitligi geregi Vx € (0,1] igin
uz(X) = Duy (X) (22)

esitligi saglanir. Hem u; (X) hem de u,(X) 6zfonksiyon olduklari igin her ikisi de gegis sartlarini saglar.
Dolayistyla

u; (+0)=uy (-0), uy'(+0) = Buy’ (-0) (23)
ve

uy (+0)= uy(-0), uy'(+0) = Buy,’ (-0) (24)

esitlikleri saglanir. Ayrica (21) ve (22) esitlikleri geregi sirast ile

u,(-0)= Cuy(-0), uz(+0) = Du, (+0) (25)
esitlikleri saglanir. u,(X) 6zfonksiyon oldugu i¢in (7) gegis sartini, yani u,(+0)= u,(-0) esitligini saglar.
Bu esitlikten ve (24) esitliginden u,(+0)=Cu,4(-0) esitligi elde edilir. u;(X) fonksiyonu da 6zfonksiyon
oldugu i¢in u; (—0) = u,(+0) esitligi saglanir. Son iki esitlikten ise u,(+0)=Cu; (+0) esitligi elde edilir.
(25) esitligi geregi ise u,(+0) = %uz (+0) esitligi saglanir. Son iki esitlikten
U, (+0)= < u,(+0) (26)

esitligi elde edilir. Ayrica u,(x) fonksiyonu (8) gecis sartim1 sagladigi i¢in u,’'(+0)= Bu,’(-0) esitligi
saglanir. (21) esitligi geregi ise u,'(—0) = Cu,'(—0) esitligi saglanir. Son iki esitlikten

u,’(+0) = BCu,'(-0) esitligi elde edilir. u, (X) 6zfonksiyonu (8) gecis sartin1 sagladigi i¢in

Bu;'(-0) = u;'(+0) esitligi saglanir. Son iki esitlikten u,’'(+0) = Cuy'(+0) esitligi elde edilir. (22)
esitligi geregi ise u;'(+0)= %uz’(+0) esitligi saglanir. Buradan

uy'(+0)= T uy(+0) 27)

esitligi elde edilir. u,(X) 6zfonksiyon oldugu i¢in u,(+0) ve u,’(+0) sayilarinin her ikisi sifir olamaz. Bu
nedenle (26) ve (27) esitliklerinden % = 1 yani elde edilir. C ve D nin ortak degerini E ile gosterirsek
ispat biter.
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Tamm 4. u,v e L,(—1,0)@L, (0, 1) fonksiyonlari

-0 1
f_l u(x) v(x)dx + f+0u(x) v(x)dx =0 (28)
esitligi saglanirsa u(x) ve v(x) fonksiyonlar1 L,(—1,0)@L, (0, 1) Hilbert uzayinda ortogoneldir denir.

Teorem 5. Kabul edelim ki p(=1)p(1) >0 ve p(+0) =%p(—0) sartlari saglansm. O halde

2ASSLSDGP nin iki farkli ,A; ve A, Ozdegerine uygun olan  u;(x)=u(x,1;) ve u,(x)=u(x,1,)
ozfonksiyonlar1 L,(—1,0)@L, (0, 1) Hilbert uzayinda ortogoneldir
Ispat. u; (x) ve u,(x) dzfonksiyonlarmin sirast ile sagladig

—-(p®u)’ +q®u; = Lu(x),  xe[—1,0) U (0,1] (29)
—(p®uy) + q®X)u, = u,(x),  xe[—1,0) U (0,1] (30)
esitlikleri sirast ile u, ve u, ile ¢arptiktan sonra taraf tarafa ¢ikarirsak
U (p(Ouy)" — u (pXuz)’ = (A — Luup,  xe[-1,0)U (0,1]

ozdesligi elde edilir. Bu 6zdesligi [—1,0) ve (0,1] araliklarinin herbirinde integralleyerek taraf tarafa
toplarsak ve

(PO’ — uy (P(OUE) = == (PLOW (uy, 13 X))

Lagrange 6zdesliginden yararlanilirsak
-0 1
(/11‘/12)(f_1 Uy U dx + f+0 Uy U, dx) )

= —Jlp W(uy, u)l | x=o +p(DW(uy, uy; 1) —p(=DW (uy, uy; —1) (31)

esitligi elde edilir. Burada W(uy,uy;x) ile uyve u, fonksiyonlarinin u uj —u,u;  Wronskiyeni
gosterilmistir

JIf] | x=a = f(+0) — f(a—0)
ise sigrama operatoriidiir. Teorem 3 geregi
P(DW(uy, up; 1) = p(=DW (uyg, up; 1) = 0 (32)
esitlikleri saglanir. Diger taraftan (6)-(7) gecis sartlarindan yararlanilirsa
JIp(x) W(ug, uz; )] | x=0 = p(+0)(ug (+0)uz(+0) — uy (+0)uf (+0))
+ p(=0) (u1 (=0)u5(—0) — u (—0)u; (-0))
= (Bp(+0) = p(=0)) W(uy, uz; —0)

=0 (33)
elde edilir. (15) ve (16) esitliklerini (14) esitliginde dikkate alirsak
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(-22)(J 7 wrtadx + [ wgudx) ) = 0

elde edilir. 2; # 4, oldugu icin sonuncu esitlikte parantez i¢indeki ifade sifira esit olur. Ispat etti.

Tammm 6. 2ASSLSDGP nin verilmis bir 6zdegerine karsilik gelen maksimal sayidaki lineer bagimsiz
ozfonksiyonlarin sayisina bu ozdegerin geometrik kati denir. Geometrik kat1 1 olan 6zdegere basit
0zdeger denir.
Agiklama 7. Bilindigi gibi regular SLP-lerinin her bir 6zdegeri basittir. Regular Sturm-Liouville
denklemi ve periyodik sinir sartlarindan olusan sinir deger probleminin geometrik kat1 2 olan 6zdegeri de
mevcut olabilir. Genel olarak regular Sturm-Liouville denklemi ikinci mertebeden oldugu igin lineer
bagimsiz ¢oziim sayis1 da ikidir.
Bu nedenle regular Sturm-Liouville denklemleri ile verilen SLP-lerinin 6zdegerlerinin geometrik kat1 en
fazla iki olabilir. Fakat eger Sturm-Liouville denklemi iki ayrik aralikta verilmisse genel ¢oziim dort tane
keyfi parametreye bagh oldugu igin a priori olarak 6zdegerin geometrik kat1 dort de olabilir. Bu nedenle
2ASSLSDGP-nin 6zdegerlerinin katinin incelenmesi énemli bir konudur.
Tammm 8. (1) nolu diferansiyel denklemi [—1,0) araliginda saglayan her fonksiyon bu denklemin sol
¢oztimi, (0,1] araliginda saglayan her bir fonksiyona ise bu denklemin sag ¢oziimii diyecegiz ve genel
olarak bu ¢6ziimleri sirast ile u,(x) ve u,(x) bigiminde gésterecegiz.
Lemma 9. Eger p(—1) > 0 ise o halde (6) nolu denklemin (9) nolu sinir sartlarin1 saglayan sol ¢oztiimleri
lineer bagimlidirlar.
Ispat. u,(x) ve v,(x) fonksiyonlar1 (6) nolu denklemin (9) nolu sinir sartlarim saglayan ¢oziimii olsun.
O halde Teorem 3 geregi

uy(—1) = Cvp(—1), u,'(—1) = Cv,' (1) (34)

esitliklerini saglayan C# 0 sabiti mevcuttur. Burada W (u,, vp; —1) = 0 elde edilir. Buradan Vvx € [-1,0)
icin W (up,vp; x) = 0 elde edilir. O halde adi diferansiyel denklemler teorisinden iyi bilinen teorem
(6rnegin, [3], 'ye bakiniz) geregi u, Ve v, sol ¢dziimleri lineer bagimlidir. Ispat bitti.

Lemma 10. Eger p(1) > 0 ise o halde (6) nolu denklemin (10) nolu sinir sartint saglayan sag ¢oziimleri
lineer bagimlhidir.

Ispat. Bu Lemmann ispati bir énceki Lemmanin ispatina tamamen benzerdir.

Simdi bu Lemmalardan da yararlanarak asagidaki 6nemli 6zelligi elde edebiliriz.

Teorem 11. Kabul edelim ki p(x) fonksiyonu i¢in p(—1)+p(1) >0 sarti saglanir. O halde
2ASSLSDGP nin tiim 6zdegerleri basittir.

Ispat. Teoremi ilk 6nce p(—1) > 0 durumu icin ispat edecegiz. Kabul edelim ki uy(x) ve wvqy(x)
fonksiyonlart ayn1 bir A=A, 6zdegerine uygun olan iki tane 6zfonksiyondur.

Bu 6zfonksiyonlari

ye(x), x € [-1,0) z,(x), x € [—1,0)

Up(x) = {yr(x)’ x€e (01] vo(x) = {zr(x), x € (0,1]

bigiminde ifade edelim. p(—1) > 0 oldugu i¢gin y,(x) ve z,(x) fonksiyonlar1 (6) denkleminin (4) siir
sartlarin1 saglayan sol ¢ozlimlerdir. Lemma 11 geregi

zy(—1) = Cy,(—1), z,'(=1) = Cy,'(-1) (35)
olacak bigimde C+ 0 bulunur. Buradan
W(ysze—1) =ye(—1) 2,'(=1) — y,'(—1) z,(—1) =0

elde edilir. Simdi (7), (8) gecis sartlarin1 uygulayarak asagidaki esitlikleri elde ederiz.
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Wy, zp; +0) = BW (¥4, 2p; —0) = 0 (36)

p(+0) > 0 oldugu igin sonuncu esitlikten V x € (0,1] i¢in W(y,, z;; X) = 0 bulunur. Buradan y, ve z,-
nin lineer bagimli oldugu sonucu elde edilir. O halde z,.(x) = Dy, (x) olacak bigimde D+ 0 sabiti
mevcuttur. Dolayisiyla

Cy,(x), x € [-1,0)

Dy, (x), x € (0,1] (37)

v ={
esitligi saglanir. vy (x) fonksiyonu A, 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon oldugu igin
Vo (+0)=0v,(—0), vy'(+0)=pv,'(—0) (38)
gecis sartlarini saglar. (37) ile tanimli v, (x) fonksiyonunu (38) de yerine yazarsak

Dy, (+0) = Cy,(—0) (39)
ve

Dy, (+0) = BCy,'(=0) (40)
elde edilir. Diger taraftan uy(x) 6zfonksiyonu da (2)-(3) gegis sartlarini sagladigi igin

yr(+0) = y,(—0) (41)
ve

yr'(+0) = By,'(=0) (42)

esitlikleri saglanir. (39)-(42) esitliklerinden D = C elde edilir. O halde (37) esitliginden vy(x) = Cuy(x)
esitligini elde ederiz. p(1) > 0 ve p(—1) p(1) > 0 durumlar i¢in teoremin ispati tamamen benzerdir.
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