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Ozet — Bu calismada iki aralikli

o+ (A — g(x))cp =0, [a,c) U (c,b] 1)
diferensiyel denkleminden, parametreye bagli

. dl
lgl_r)%% |x=c—|s| =al )
. dl
/Zlglz)f(}# x=c+le| = B ©)
arayiiz sartlarindan ve
¢(a) = ¢(b) (4)
¢'(a) = ¢'(b) ()

periyodik smnir sartlarindan olusan yeni tipten bir Sturm-Liouville problemininin bazi 6zellikleri

arastirilacaktir. Burada g (x) fonksiyonu [a, ¢) ve (c, b] araliklarinin her birinde tanimli olan reel degerli

siirekli bir fonksiyondur, g(c +0) = lin(’)t g(c £ |e]) sonlu limit degerleri mevcuttur, 2 kompleks
E—

spektral parametredir, a, 5 ise pozitif reel sayilardir. Probleme uygun yeni bir i¢ ¢arpim tanimlanarak yeni
bir Hilbert uzay1r kurulmustur. Bu Hilbert uzayinda (1)-(5) probleminin iirettigi vektor diferansiyel
operator tanimlanmistir. Bu vektor diferensiyel operatoriin 6zdegerleri problemin 6zdegerleri ile
cakisiktir, 6zvektorlerinin birinci bileseni ise (1)-(5) probleminin 6zfonksiyonlari ile ¢akisiktir.

Anahtar Kelimeler — Sturm-Liouville Problemi, Periyodik Sinir Sarti, Arayiiz Sarti.

I. GIRIS

Son yillarda Sturm-Liouville teorisi, mithendislik, fizik, biyoloji ve sosyal bilimlerdeki birgok
problemin ¢oziimiinde ortaya ¢ikmasi nedeniyle biiyiik ilgi gdrmiistiir. Matematiksel fizikte bagimsiz
degiskenlerin ayrilmasi yontemiyle ortaya ¢ikan cesitli kismi diferansiyel denklemleri ¢ozerken Sturm-
Liouville 6zdeger problemleri ile karsilasilir. Bu ve diger spektral yontemler, farkli yogunluklarda
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tabakalanmis suda sonar yayilimi, atmosferdeki biiyik olgekli dalgalarin kararliligi ve hizi vb. gibi
olgulart modelleyen Sturm-Liouville tipi 6zdeger problemlerine yol agmaya devam etmektedir. Ornegin,
Sturm-Liouville problemleri fiziksel bir sistemin normal modlarini ve salinim frekanslarii tanimlar.

Bunu gostermek icin, gerilim altindaki agir esnek bir telin kiigiik enine problemini goz oniine alin(Sekil
1).

AAAAEEEEAER AN

Sekil 1: Enine geri yiikleme kuvvetleriyle gerilmis agir tel.

Telin x ekseni boyunca denge durumunda oldugu varsayilsin. Telin x = a; x = b uglar sabittir.
v(x; t) ile tel tizerindeki x noktasinin t anindaki yer degistirmesi gosterilsin. Gerilimin kiigiik yer
degistirmeler nedeniyle t zaman degiskenine bagli olmadig1 hesaba katilarak x noktasindaki gerilim p(x)
ile gosterilsin. Ayrica, q(x) katsayisina sahip tel enine bir geri yiikleme kuvveti varsayalim. Dolayisiyla,
birim uzunluga karsilik gelen kuvvet

—q(x) X yer degistirmedir. i (x) ile telin x noktasindaki yogunlugu (yani, birim uzunluga karsilik gelen
kiitle) gosterilsin. Kiiciik bir tel par¢asinin (x; x + dx) kisminin nine hareketi Sekil 2 de gosterilmistir.

A4

X x+dx

Sekil 2: Telin bir elemani {izerindeki kuvvetler ve bunlarin enine bilesenleri.
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Bu durumda telin titresimlerini tanimlayan kismi diferensiyel denklem

ov ov 0%v
a—x<p(X) a—X) —qx)v =s(x) FTe)

seklinde elde edilir. p ve s sabit fonksiyonlar ve g sifir fonksiyonu oldugunda bu denklemin 6zel durumu
olan

0%v_ 0%

axz ~ at?

klasik dalga denklemi elde edilir. Bu dalga denkleminde v(x,t) = V(x)sinst yazarak degiskenlere
ayirma metotu uygulanirsa

d d
- (b 5 +atav =asew

klasik Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Boylece bir telin titresimi problemi, V(a) = 0; V(b) = 0:
ayrilmis sinir kosullarina sahip standart Sturm-Liouville problemine indirgenir.

Dairesel sinirlari olan bolgelerde bir¢ok fiziksel olguyu modellerken siklikla ortaya ¢ikan bir diger sinir
kosulu tirti, u(a) = u(b); u(a) = u(b) bigimindeki ayrilmamis sinir kosullaridir; periyodik sinir
kosullaridir. Ek olarak, atmosferdeki dalgalar, Diinya'nin sismik davranisi, bir ipin titresimi veya kuantum
mekaniksel bir osilatdriin enerji 6zfonksiyonlart gibi salinimli siirecleri modellerken periyodik Sturm-
Liouville problemleri ortaya ¢ikar; bu durumda o6zdegerler, enerji seviyelerinin rezonans salinim
frekanslarina karsilik gelir. Sturm-Liouville teorisi ve uygulamalar1 hakkinda artik kapsamli bir literatiir
bulunmaktadir (6rnegin, [5, 10, 11, 12, 13, 14, 15] ve bunlarda atifta bulunulan referanslara bakiniz).
Ayrica gesitli tipteki periyodik Sturm-Liouville problemlerin arastirilmasina yonelik birgok ¢aligma vardir
(bkz. [1, 2, 3, 4, 6, 9]). Bu calismada iki aralikli diferensiyel denklemden, parametreye bagh arayiiz
sartlarindan ve periyodik smir sartlarindan olusan yeni tipten bir Sturm-Liouville problemininin bazi
ozellikleri arastirilmistir.

Il. ESAS SONUCLAR

Bu boliimde (1)-(5) periyodik iki-aralikli Sturm-Liouville problemine uygun Hilbert uzayini asagidaki
bi¢imde tanimlayacagiz. Alisilmis oldugu gibi L,(a, b) ile (a,b) sonlu araliginda tanimli, Lebesgue
anlaminda integrallenebilir olan fonksiyonlar uzayini gosterecegiz. Bu uzayda, i¢-¢arpim

b —_—
(f,g)=J, F)g(x)dx (6)
esitligi ile tamimhidir. Bu i¢-garpim uzaymim bir Hilbert uzayr oldugu literatiirden bilinmektedir

(bak, [7]).
(Ly(a, )®Ly(c,b))DC* ile  f(x) = {?Eg ii Eccllco%

fi, f2 € C olmak iizere F := (f(x), fi1, f») vektor-fonksiyonlar sinifin1 gosterecegiz. Bu uzayda (1)-
(5) problemine uygun i¢ ¢arpimi ise

F=0), fi f2),6=@&), g1, g2) € (L(a,c)®Ly(c,b))BC’

fe € Ly(a,0), f(x) € Ly(c, b),

olmak lizere

(F\Ghngpi= I, o) g:CX+ [,y o) g, C0dx + % fiGi 43572 (D)

esitligi ile tanimlayacagiz. Bu i¢ carpima uygun norm ise
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1

1Pl = ([ GO + 7| COIPdx + 21 A2 + 2 IA17) (8)

bigiminde tanimlanir. Goriildiigii gibi tanimladigimiz ig-¢arpim uzayindaki i¢-¢arpim (1)-(5) probleminin
gecis sartlarinda yer alan o, § katsayilarina bagiml olarak tanimlanmistir.

Teorem 1. H, g i¢-carpim uzay1 Hilbert uzayidir.

Ispat. E, := (£,(x), (f)1 (f)2), n=1,2,... dizisinin Hgp i¢-garpim uzayinda bir Cauchy dizisi
oldugunu kabul edelim. V ¢ > 0 verilsin. O halde dylen, = ny(¢) bulunur ki hern,m > n; i¢in
”Fn — Fn ”Ha,p <é¢ )

saglanir. Diger taraftan

1By = Fn Mgy = U = fin Npaomraiemty [Uadi = iz [+5 10— ()2 | (10)

oldugu i¢in (9) geregi ( f,,(x)) fonksiyonlar dizisi L, (a, c)®L,(c, b) Hilbert uzayinda

(f)1 ve (fp), dizileri ise C de birer Cauchy dizileridir. O halde ( f,,(x)) dizisi L,(a,c)®L,(c, b)
uzayinda bir f(x) fonksiyonuna (f;,); ve (f,), dizileri ise f;, f, € C sayilarina yakinsar. O halde
(F,) dizisi (f (x), fi, f2) € Hgp yakinsar. Ispat bitti.

Tanim 2. f:[a, b] = R fonksiyonu verilsin. Eger her Ve > 0 i¢in 6yle § = §(¢) > 0 sayis1 varsa ki,
her sonlu n €N sayida ikiser-ikiser ayrik olan ve de Yr_|f(by) — f(ar)| < § sartini saglayan
(ax, by) < [a,b] (k=1,2,..n) araliklar1 icin Y.3—,|f(by) — f(ar)| < € esitsizligi saglansin, o halde f
fonksiyonu [a, b] aralifinda mutlak stireklidir denir ve bu fonksiyonlar kiimesi AC[a, b] simgesi ile
gosterilir [8].

Simdi (1)-(5) problemi i¢in yeni bir uzay tanimlayacagiz.

Tanim 3. [a, b) yariacik ararhiginda tamimlh olan f:[a,b) - R fonksiyonu verilsin. Eger sonlu

PN oY Tt A . oy f&), x€ [ab)
f(b—0) = lgl_?:f(‘)t f (b — |e|) limit degeri varsa ve bu fonksiyonun f (x) = {f(b —0), x=b

devami icin fe AC[a, b] saglanirsa, o halde béyle f:[a, b) — C fonksiyonlar simifin1 AC[a, b — 0] ile
gosterecegiz. Benzer bicimde AC[a + 0, b] fonksiyonlar sinifi tanimlanir.

Tanim 4. H, g Hilbert uzayinda tanim bolgesi

domL :={F = (f(x), fi, f2) |F6Ha,ﬁ; fo.f; € ACla,c—0], f,, f; € AC[c+

0,b]; fo(a) = f;(b), fi(a) = f; (), fy = afe(c —0), f = f;'(c + 0)} (11)
olan L: H, g = H, p vektor-diferensiyel operatoriinii
L&), fr f2):=(F"+g(f f; (c = 0), Bfi-(c +0)) (12)

esitligi ile tanimlayacagiz. Bu operatorii (1)-(5) probleminin tirettigi vektor-diferensiyel operatori
olarak adlandiracagiz. Bu durumda (1)-(5) problemini

L), af,(c — 0),f/(c+0) ) = (—f" + g(Xf f;,(c — 0), Bf.(c + 0)) (13)
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vektor-diferensiyel operator denklem biciminde ifade edebiliriz. Boylece asagidaki sonucu elde
edilmistir.

Teorem 5. (11)-(12) esitlikleri ile tammh L:H,pg — H,p vektor-diferensiyel operatoriin

ozdegerleri ile (1)-(5) iki aralikli periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri ¢akisiktir, bu
operatoriin 6zelementlerinin ilk bilesenleri sistemi ile (1)-(5) iki aralikli periyodik Sturm-Liouville
probleminin 6zfonksiyonlar sistemi ¢akisiktir.

Teorem 6. L: H, 3 — H, g vektor-diferensiyel operatoriin domL tanim bolgesi her yerde yogundur;
yani

domL = Hy g (14)
esitligi saglanir.

Ispat. Cy’[a,c — 0 |®CF[c + 0,b ] ile [a, ¢) ve (c, b] araliklarinin her birinde sonsuz mertebeden
diferensiyellenebilir olan dyle f fonksiyonlar1 sinifin1 gosterecegiz ki, her f icin 6yle § = 6§(f) > 0
sayist mevcut olsun ki, Vx € [a,a + § )U (¢ — 6, c) U (¢, ¢+ 8) U (b — 6, b) igin f(x) = 0 olsun.
Bilinmektedir ki, her sonlu kapali 2 arahig1 icin C,°(2) kiimesi L,(£2) da her yerde yogundur (bak,
[8]). O halde Cy’[a,c — 0] CCy[c+0,b] kimesi de L,(a,c)®L,(c,b) de her yerde yogun
olur. Ayrica, kolayca anlasilmaktadir ki

(CFla,c—0]®CY[c+0,b]) ®BC?>c domL c( Ly(a,c)BL,(c,b))DC? (15)

saglanir. (C3’[a,c — 0 ]@® CF’[c + 0, b [)®C? vektér-fonksiyon simifi H, g Hilbert uzayinda her
yerde yogun oldugu icin domL = H, p esitligi saglanir. Ispat bitti.
Teorem 7. L: H, g — H, g vektor-diferensiyel operatori simetrik operatordiir, yani V F, G € domL
icin

(LF, G )Ha’B=<FI LG >Ha,ﬁ (16)
esitligi saglanir.
ispat. F = (f(x), fi,f>),G = (9(x), g1,9,) € domL oldugu icin, Lagrange esitliginden [5 ]
yararlanarak

(LF, G )Ha,ﬁ-<F'LG >H(l,[3= W(fg, %, Cc — 0) _W(f,[, %, a)‘l‘
+W(f,, Grs b) =W (£, s ¢ + 0) +=(LF). g7

+5 UF)Go~ ATG): — 5 /,L6); a7

esitligini elde ederiz. F, G € domL oldugu i¢in

f, = af,(c—0), f, =f.'(c+0),g, = age(c—0), g, =g,/ (c+0),
(LF); = fp(c = 0), (LF); = pfi.(c + 0), (£G); = gp(c — 0), (LG), = Bg (c + 0)
esitlikleri saglanir. Ayrica

W (fe, Ge; )= W(f;, gr; b) (18)

esitliginin saglandigini da kolayca elde ederiz. Ayrica £ vektor-diferensiyel operatdriin tanimindan
yararlanarak
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~ (LG~ LG =~ f{ (c — 0)(ag,(c = 0))

— (afule — 0)) ;e )

=f(c = 0)g,(c — 0) — fp(c — 0) g;(c = 0)
= W(f,, geic ~ 0) (19)
ve
5 (LF,5z = 3 L6, = 5 (Bfy(c + 0)(g7(c +0))

— 51/ (c+0)(B g, (c +0)

=f,.(c+0)g./ (c+0)—f'(c+0)g,(c+0)
=W(f, gr;c +0) (20)

esitlikleri bulunur. (18), (19) ve (20) esitlikleri geregi (17) esitliginin sag tarafi sifira esit olur. O
halde (16) esitligi saglanir. ispat bitti.

Bu teoremden yararlanarak asagidaki teoremler elde edilir.

Teorem 8. (1)-(5) iki aralikh periyodik Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri reeldir.

Teorem 9. (1)-(5) iki aralikh periyodik Sturm-Liouville probleminin iki farkli A, ve 1, 6zdegerlerine

sirasl ile karsilik gelen ¢ (x, 1, ) ve ¢ (x, A, ) 6zfonksiyonlar i¢in
c—-0 b

f 06, 1) 905 1 )dx + f 06, 11) 9 A Vdx + ag(c — 0,11) 9(c — 0,745

a c+0

+%g0'(c +0,1) ¢ (c+0,1,) =0 (21)

esitligi saglanir.
Ispat. ¢ (x, 1, ) ve @(x, A, ) dzfonksiyonlar: yardimu ile

¢2l1=( (p(x' ﬂ'1 )! C((p(C - 0!/11)' (p,(C +0, Al) )E Htx,ﬁ
ve

$2,=(@(x,2;),ap(c —0,2,),¢'(c +0,4;) EHyp

elemanlarini tanimlayahm. O halde ¢, ve ¢;, elemanlar1 £ operatorinin A; ve A, farkh
ozdegerlerine Kkarsilik gelen o6zfonksiyonlari olur. L operatori simetrik oldugu icin ¢, ve ¢,,
ortogoneldir. Yani

<¢/’11» ¢/12 )Ha‘BZO (22)

esitligi saglanir. (21) esitligi (22) esitliginden direkt olarak elde edilir. Ispat bitti.
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