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Ozet — Oteleme yiizeyleri, diferansiyel geometri alaninda yaygin olarak incelenmekte olup fizik,
miihendislik ve bilgisayar grafikleri gibi ¢esitli alanlarda uygulamalara sahiptir. Klasik dteleme yiizeyleri
iki bagimsiz fonksiyonun toplami olarak tanimlanirken, sinlizoidal dalgalanmalarin eklenmesi yiizeyin
geometrik 6zelliklerini degistirmektedir. Bu ¢alismada, 6teleme ylizeylerini olusturan egrilere siniizoidal
fonksiyonlar eklenerek ortaya ¢ikan dalgalanmalarin yiizeyin ortalama egrilik ve Gauss egriligi
tizerindeki etkileri analiz edilmis, sayisal simiilasyonlar1 yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oteleme Yiizeyi, Minimal Yiizey, Gauss Egriligi, Ortalama Egrilik, Dalgali Yiizey.

. GIRIS

Bir oteleme ylizeyi, iki rasyonel uzay egrisinden birinin her noktasini diger egri boyunca paralel olarak
oteleyerek meydana gelir. Bu yiizeyler, aktif olarak CAD de tasarim ve modellemede kullanilir. Oteleme
ylzeyleri, bilgisayar grafikleri ve bilgisayar destekli tasarim iginde kullanim alanlar1 oldugundan beri
incelenmektedir, [1]. Dogal olarak, bu ylizeyleri temsil etme yollarini bulmak ve bu temsilleri kullanarak
onlar1 tamimlamak, calisma alan1 olacaktir. Daha Once, verilen bir dteleme ylizeyini olusturmak icin iki
uzay egrisi bulma tizerine ¢aligmalar yapilmistir. Bu, bir egrinin parametrizasyonunu bulmay1 igerir ki bu,
Oteleme yiizeyini olusturmaya yardimci olabilir ve ardindan gerekli ikinci egriyi bulmak i¢in ilk egriye
dayanir. Daha sonraki ¢aligmalarda, bir 6teleme yiizeyinin parametrik temsilini alarak yiizeyin denklemini
bulmaya odaklanmistir. Bu temsil, yilizey i¢in bir destek fonksiyonu kullanilarak elde edilir, [2].
Crutcher, Oteleme ylizeylerini matris temsilleri ilizerinden incelemistir, [3]. Ayrica Gteleme yiizeyleri
mimaride ve betimleyici geometride daha kolay modellenebildigi icin sik olarak kullanilir. Bir 6teleme
ylizeyi, yaygin olarak, a(s) ve [(t) lrete¢ egrilerinin toplami olmak iizere, ¢(s,t) = a(s) + f(t)
seklinde ifade edilmistir, ([4]-[7]).

Diferansiyel geometride, Frenet-Serret formiilleri, 3-boyutlu Oklidyen uzay da siirekli ve siirekli
tiirevlenebilir bir egri boyunca hareket eden bir parcacigin kinematik 6zelliklerini veya herhangi bir
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hareketten bagimsiz olarak egrinin geometrik 6zelliklerini tanimlar. Daha spesifik olarak, formiiller,
birbirine bagli olan tanjant, normal ve binormal birim vektorlerinin tiirevlerini tanimlar. Bu formiilleri
yazmak i¢in su anda kullanilan vektor gosterimi ve lineer cebir, kesfedildikleri zaman hentiz kullanimda
degildi. [8] 'de, Sasai bir dik ¢erceve iizerinde calisti ve Frenet-Serret denklemini karsilayan bir formdil
elde etti.

Oteleme yiizeyleri, diferansiyel geometri ve yiizey teorisi baglamida &nemli bir arastirma alanidir. Bir
egrinin belirli bir yonde 6telenmesiyle elde edilen bu ylizeyler, miithendislik, fizik, bilgisayar grafikleri ve
akiskanlar mekanigi gibi birgok alanda kullanilmaktadir. Klasik 6teleme yiizeyleri, genellikle S(x,y) =
(x,y,f(x) + g(y)) formunda tanimlanirken, bu ¢alismada yiizeylere periyodik dalgalanmalar
eklenerek olusan yeni yiizeylerin incelenmesi amaglanmaktadir.

Oteleme yiizeylerine siniizoidal fonksiyonlarla dalgalanmalar eklenmesi, yiizeylerin geometrik ve analitik
ozelliklerini degistirmekte ve farkli uygulamalara olanak saglamaktadir. Bu baglamda, S(x,y) =
(x,y, f(x)+ g(y) + Asin(w,x) + Bsin(w,x))seklinde tanimlanan yiizeyler, hem klasik &teleme
ylizeylerinin genisletilmis bir versiyonunu sunmakta hem de dalgalanmalarin yon, genlik ve frekans
degisimlerine bagl olarak nasil etkilendigini analiz etme firsat1 vermektedir.

Bu calismada, 6teleme yiizeylerine eklenen dalgalanmalarin X ve Y eksenlerinde nasil bir etki yarattig
incelenmistir. A ve B parametrelerinin farkli degerleri icin yiizeyin degisimi analiz edilmis,
dalgalanmalarin frekans ve genlik ile iligkisi gosterilmistir. Ayrica, ylizeylerin ortalama egrilik ve Gauss
egriligi lizerindeki etkileri degerlendirilerek, geometrik anlamda nasil degistikleri tartisilmistir.

Il. MATERYAL VE YONTEM

Oteleme yiizeyleri, genellikle bir egrinin belirli bir dogrultuda 6telenmesi ile olusturulur. Klasik ételeme
yiizeyleri su sekilde tanimlanir:

Sey) = (6y f) +90))

Bu ¢alismada, yiizeye siniizoidal dalgalanmalar eklenerek daha karmasik bir yap1 elde edilmistir.
Dalgal 6teleme yiizeyi su sekilde tanimlanar:

S(x,y)=(xy f(x)+ g(y) + Asin(w;x) + Bsin(w,x))
Burada:

e f(x), X yoniinde temel 6teleme fonksiyonu

e g(¥), Y yoniinde temel 6teleme fonksiyonu

e Asin(wyx), X yoniinde dalgalanma bileseni

e Bsin(wyx), Y yoniinde dalgalanma bileseni

e A, B, Dalgalanmalarin genlikleri

e wjy, w,, Dalgalanmalarin frekanslarin1 géstermektedir.

Asagidaki grafiklerde A, B, w; ve w, nin farkli degerlerine gore
2
Sx,y) =(xy, )1(—0 + % + Asin(w;x) + Bsin(w;x))

Oteleme yiizeyinin grafikleri gosterilmistir.
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1.  DALGALANMALARIN GEOMETRIK ETKILERI

Tablo 1. Oteleme Yiizeyinde A ve B'nin Dalgalanma Yonlerine Etkisi.

Ave B Durumu Dalgalanma Yonii ve Etkisi

A>0,B=0 X ekseni boyunca dalgalanma var, Y ekseni
boyunca diizgiin bir yiizey.

A=0,B>0 Y ekseni boyunca dalgalanma var, X ekseni
boyunca diizgiin bir yiizey.

A>0,B>0 Hem X hem de Y yonlerinde dalgalanmalar
var, karmagik bir ylizey olusur.

A>B X yoniindeki dalgalanmalar daha biiyiik ve
baskin.

A<B Y yoniindeki dalgalanmalar daha biiyiik ve
baskin.

A=B X ve Y yonlerinde esit dalgalanmalar,
simetrik bir yiizey olusur.

A=0,B=0 Dalgalanma yok, yiizey sadece f(x) + g(y)

tarafindan belirlenir.

Teorem 3.1: a(x) ve B(y), ii¢ boyutlu Oklid uzay1 E3de iki egri olsun.
a(x) = (x,0, f(x) + Asin(wyx)),

B(y) = (0,y,g(y) + Bsin(w,y)) olmak iizere

S(XY)=(x,y, f(x) + g(y) + Asin(wyx) + Bsin(w,y))

Oteleme yiizeyi eger
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f(x) = —Asin(wyx) + C;x + C, ve g(y) = —Bsin(w,y) + D,y + D, ise minimaldir.

Ispat. S(X,y)=(X,y, f (x) + g(y) + Asin(w,x) + Bsin(w,y)) yiizeyinin x e ve y ye gore tiirevlerini
alirsak

S,(x,y) = (1,0, f'(x) + Aw;cos(w;x)),
Sy(xy) =(0,1,g'(y) + Bwycos(w,y))

dir. Buradan I.temel formun katsayilar1
E=(S5,S8:) =1+ (f'(x)+ Aw;cos(w;x))?,
F =(SxSy) = (f'(x) + Awicos(w1x)) (g'(¥) + Bwzcos(wzy)),
G =(S,,Sy) =1+ (g'(y) + Bwycos(w,y))?
olarak elde edilir. Bu yiizeyin normal vektor alani ise
U=S,x%8,
= (—=f'(x) — Awscos(w;x), —g'(y) — Bwycos(wzy),1)

olarak elde edilir. O halde birim normal vektor alani

1T = V(= (x) — Awscos(w;x))? + (—g' (¥) — Bwacos(wzy))? + 1

olmak lizere
1
N = m (—f'(x) — Aw;cos(wx), —g'(y) — Bw,cos(w,y),1)

dir. S(x,y) nin ikinci mertebeden kismi tlirevleri alinirsa
Sxx(x,¥) = (0,0, f" (x) — Aw, *sin(w;x)),

Sxy(x,¥) = (0,0,0),

Syy(x,¥) = (0,0,9" (y) — Bw;*sin(w,y))

elde edilir. II. Temel formun katsayilari

1
e = (Sux, N) = Il (f"' () — Awy sin(w1x)),

f = (Sxer) =0,
G=(Syy, N} = 579" () = Bwz?sin(w,))

bulunur. Buradan

1
H =

2||L7||3/2 {(f" (%) = Awy*sin(w10)) (1 + (g'(¥) + Bwzcos(w))?)

+(9" () — Bw,*sin(w2)) (1 + (f'(x) + Awycos(w1x))*)}
elde edilir. Boylece f(x) = —Asin(w;x) + Cyx + C, ve g(y) = —Bsin(w,y) + D;x + D,
sonucuna ulagilir. O halde S(x,y)=(x,y, C1x + D;y + C, + D,) ylizeyi minimal bir 6teleme ylizeyidir.
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Oteleme Yizeyi: S(x,y)=x+2y+5

Sonuc 3.2: S(x,y) ylizeyinin Gauss egriligi
1

—n2
1wl

{(f" () — Awysin(w10)) (9" (v) — Bw,?sin(w2))}

elde edilir.
S(,y) =(x,y,Cix + C, + g(y) + Bsin(w,x))

ve
S(x,y) = (x,y,D1y + Dy + f(x) + Asin(w;x))

yiizeleri agilabilir 6teleme yiizeyleridir. Burada f(x) ve g(y)istenilen fonksiyonlar alinabilir.

Tablo 2. Agilabilir Oteleme Yiizeyinin Geometrik Yorumlar

Durum Yiizeyin Geometrik Yorumu
C=0,C=0,g(y)=0,B>0 Saf sinlizoidal ylizey (sadece dalgalanma var)
C;>0,g(y)=0,B>0 X yoniinde egimli ve dalgali ylzey
Ci>0,g(y)=D1y X yoninde egimli, Y yoninde dogrusal degisim

iceren ylzey

C:>0,g(y)=Dyy+Dyy? X yoninde egimli, Y yoninde parabolik degisim
iceren ylzey
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X EkS@ni 2 - =71

S(x, y) = Cix + G + f(x) + g(y) + Bsin(wzx)
fix) = tanh(x) + 0.2sin(2x)
gly) =log(|y| + 1) + 0.1y?

Sonug 3.3: S(x,y) yiizeyi i¢in kisaligin hatir1 igin
Q= f'(x) + Awycos(w;x) ve W = g'(y)+ Bw,cos(wyy)

denirse
10|l = Va2 + w2 +1,
= S @ ¥+ a0
2|(U
ve
K= H’z’ olarak elde edilir. Buradan yiizeyin asli egrilikleri
U
_QA+PY)+ P+ 0% = QA+¥2)+¥'(1+0?2 QY
L2700 2(02 + W2 +1)3 2(02 + W2 4+ 1)3 02 4+92 41

olarak elde edilir.

Ornek 3.4: S(x,y) 6teleme yiizeyinde A = 0.5,B = 0.3,w; = 2m,w, = 3m, f(x) = 0.2x + 5,
g(y) = —0.1x + 3 alindiginda

H = —3.857180565254717 x 107'¢,

K = —1.100808373668541 x 10731,

k, = 1.230640741519343 x 10~ '° ve k, = —8.945001872028778 x 101 olarak elde edilir.
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V.

TARTISMA

Oteleme yiizeyleri, diferansiyel geometri alaninda yaygin olarak incelenmekte olup fizik, miihendislik ve
bilgisayar grafikleri gibi cesitli alanlarda uygulamalara sahiptir. Ozellikle mimari yapilarda, gati
sistemlerinde, grafik tasariminda olduk¢a Onemli bir yere sahiptir. Bu c¢alismanin da, literatiirde bu
alanlardaki ¢caligmalara 1s1k tutmasi diistiniilmektedir.

V. SONUC
e Ortalama Egrilik c¢ok kiigiik ve yaklasik sifir oldugundan, ylizey minimal yiizeye oldukga
yakindir.
e Gauss Egriligi sifira yakin negatif bir deger oldugundan, yiizey diizlemsel ya da silindirik bir
yapiya yaklagsmaktadir.

e Ana egrilikler sifira yakin olup ters isaretli oldugundan, yiizey hiperbolik karaktere sahip ancak
diizlemsel bir yiizeye ¢ok yakindir.

e Bu nedenle, ylizeyin dalgalanmalar1 baskilanmis, genel egimi dogrusal fonksiyonlar f(x) ve g(y)
tarafindan belirlenmistir.
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