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Ozet — Bu calismada sayisal analiz (Niimerik Analiz) Yéntemleri kullanarak seri ve paralel baglantilarda
akim ve gerilim etkileri incelenmistir. Bu yontemlerden Runge-kutta 4.dereceden yontemi, Euler yontemi,
kullanarak elektrik devrelerde yaklasim ve tam degerleri elde edilmistir. Seri ve paralel (RLC ve RC, RL)
olusan devreleri analizi Runge-kutta 4.dereceden yontemleri kullanarak ve devrenin {izerindeki gerilim ve
akimlarr Kirchhoff’un gerilim ve akim yasalar1 kullamlarak gergeklesmistir. Ikinci derece diferansiyel
denklemler birinci derece diferansiyel denklemlere dontistiiriilerek devre lizerindeki akim ve gerilim
incelenmistir. Euler yontemi ile yapilan analizde yaklasik ve kesin ¢oziim olamak tizeri bir elektrik devrenin
seri ve paralel analitik ve sayisal ¢oziimler sunulmaktadir. Euler Y 6nteminde seri devrelerde biiyiik degerler
ve paralel devrelerde kiigiik degerlerin tutarsizlik yarattidi sonucuna gézlemlenmistir. Bu tutarsizliklar
gidermek i¢in zaman (t) degerlerini degistirilmesi, analitik ve sayisal ¢oziimler arasindaki uyumu
artirmaktadir. Ozellikle t = 1, 2, 3, ... gibi degetler yerine t = 0.1, 0.2, 0.3, ... gibi daha kiiciik degerler
kullanmas1 Onerilmektedir. Daha 1iyi sonuglar elde etmemizi saglayabilir. MATLAB simiilasyonlariyla
birlikte detayli olarak incelenmistir. Calisma sonucunda Runge-Kutta dordiincii derece yontemi diger
yontemlerden gore daha hizli yakinsadigi ve daha dogru bir yontem olarak sonuglanmaistir.

Anahtar Kelimeler — Sayisal Yontemler, Euler Yontemi, Runge-Kutta, Elektrik Devresi, Runge-Kutta 4. Dereceden Yontemi,
Niimerik Analiz, MATLAB, Sayisal Analiz, Seri RL devre, Paralel RC devre, Paralel RLC devre, Paralel RCL devre

I. GIRIS

Sayisal yontemler genellikle matematiksel problemlerin ¢oziiliimiinde ve elektrik devreleri analizinde ve
karmagik sistemleri modellenmesinde yaygin olarak kullanan bir yontemdir. Her bir devrenin davranisi ve
calismasinin anlamak i¢in ve devrenin simiile edilmesi i¢in niimerik analizi gerekmektedir. Elektrik
devreleri genellikle karmasik denklemlerle olustugu i¢in bu denklemleri bazen ¢6zmesi miimkiin degildir.
Bu nedeniyle niimerik analizi biiyiik bir rol oynamaktadir [7]. Ozelikle dogrusal olmayan elemanlarda ve
bliyiik 6lcekli devrelerde analitik ¢6ziimii zor oldugu i¢in niimerik analizi kullanmasi devrenin davraniginin
ve etkisinin incelenmemiz biiyiik bir avantaj saglanmaktadir. Ayrica niimerik analiz hata pay1 hesaplayarak
daha giivenilir bir sonu¢ elde edilmesine yardimci olur. Bu kapsamda Euler yontemi, Runge-Kutta
dordiincii dereceden yontemi ve Gauss-Seidel yontemi gibi nlimerik analizleri elektrik devrelerinin ¢oziimii
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ve analizi i¢in biiyiik bir etki saglanmstir [8]. Euler yontemi en yaygin kullanan yontemlerden biridir ¢linkii
daha basit ve diferansiyel denklemleri ilk derece bir yaklagimla ¢oziiliir. Ve sistemi adim adim izlemesi
zaman igerisinde Euler yontemi adim boyutluna bagli olarak hassasiyeti 6l¢iiliir ve bunu sayisinda hata pay1
ortaya cikabilir [4], [10]. Runge-Kutta dordiincii dereceden yontemi ise, elektrik devrelerde zamanla
degisen gerilim ve akimlar1 dogru bir sonug¢ saglanmasi ve daha yiiksek hassasiyet ve sistemin
dinamiklerinin daha dogru bir sekilde temsil edilmektedir. Genel olarak Runge- Kutta dordiincii dereceden
yontemi Daha iyi bir tahmin ederek hata oran1 6nemli 6l¢giide azaltir [5]. Gauss-Seidel yontemi ise, elektrik
devrelerde akim veya diigiim gerilimleri i¢in sonucu elde edilmesi i¢in kullanan bir yontemdir. Bunu
ardinda dogrusal olan sistemlerde yaygin olarak kullanan bir tekniktir. Bir sisteminin ¢oziimiine daha hizli
bir sekilde yaklagmasina avantaj saglar. Bu yontemi biiyiik 6l¢ekli ve karmasik ve ¢cok diigiim devreler i¢in
bliyiik bir rol taginir [6].

II. MATERYAL VE YONTEM

Euler yontemi sayisal analizde kullanilan bir yontemdir. Euler yontemi, bir diferansiyel denklemi sayisal
olarak ¢dzmek i¢in kullanilan basit bir yaklasik ¢6ziim yontemidir. ilk kez Leonhard Euler tarafindan
gelistirilmistir. Euler yontemi, bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii adim adim ilerleyerek yaklasik
degerler tiretir [1]. Runge-Kutta yontemi, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimiinii iiretmek i¢in birden
fazla adim kullanir. Genellikle dordiincti mertebe Runge-Kutta yontemi (RK4) tercih edilir. Runge Kutta
yontemi veya diger sayisal yontemler, daha karmasik veya dogru olan devreler i¢in daha uygun olabilir.
Euler ve Runge Kutta yontemleri, RLC devrelerinin zaman i¢indeki davranisini sayisal olarak analiz etmek
icin kullanilan bir yontemdir. Bu yontemleri, devrenin akim ve gerilim degerlerini hesaplamak i¢in belirli
adimlar kullanir [9]. Baslangi¢ kosullar1 belirlendikten sonra bir adim boyutu segilir ve baslangi¢c durumu
kullanarak ilk adim hesaplanir [3]. Daha sonra, Euler ve Runge Kutta yontemleri, her adim i¢in devrenin
anlik durumunu hesaplamak i¢in 6nceki adimda bulunan degerleri ve tiiretilmis degerleri kullanir. Bu
adimlar belirli bir zaman araligina kadar tekrarlanir ve devrenin davranisi yaklasik olarak hesaplanir. Ancak
Euler yontemi bazi sinirlamalara sahip olup, biiyiik adim boyutlar1 ve kararlilik sorunlar1 gibi durumlarla
basa ¢ikamayabilir [2].

A. Euler yontemi denklemi
Asagidaki gibi bir diferansiyel denklemimiz oldugunu varsayalim.

dy (1)
— = t,
== [y
Euler Yontemi'nin denklemi asagidaki gibi ifade edilir.
Vi1 = Vn + Af (X, v) ,n=123,... ve x,41 =X, +h burda x, zamandir 2)

Biitiinlestirme faktorii yontemi ile Euler yontemi gerceklemesi

Biitlinlestirme faktorii yontemi, 6zellikle homojen olmayan lineer diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin
kullanighdir. Bu yontem, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in degil, sadece lineer
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin gegerlidir. Ik deger problemleri gibi problemlerin kesin analitik
¢Oziimiinii elde etmek i¢in kullanilan yontem, Biitiinlestirme Faktorii Yontemidir. Biitiinlestirme faktorii
yontemi, denklem (2)'de belirtildigi gibi, asagidaki 5 adimdan olusur:

1. Denklem standart forma getirilir: y' + p(t)y = g(t)

2. Biitiinlestirme faktérii hesaplamast yapihr: p (t) = e/ P(©)dt

3. Denklemi biitinlestirme faktorii ile carpin ve forma yazmast: [u(t)y] = u(t)g(t)
4. Elde etmek igin bu denklemi entegre edilmesi: u(t)y = [ u(t) * g(t)dt + ¢

5. Fonksiyonlar p(?) ve g(t) verildiginde, y(?) i¢in ¢6ziim yapilmasi gerekiyor.
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B. Runge Kutta yontemi denklemi
e Runge-Kutta yontemi formiilleri tek bilinmeyen:
tier1 = Litn

1 Vs
f(t,v) = —RV +R
Dolayisiyla
(ki + 2ky + 2k3 + ky)
Viy1 = Vi t+ 6
ki = hf(t;,vi)
h kq
k, = hf (ti +§,v1 +7)

h ky
k3=hf0i+5mrh?>

ky=hf(t; + h,vi + k3)

K1, dizi basindaki egimle (¥n kullanilarak) intervaldeki artis1 temsil eder.
K2, intervalin ortasindaki egimle (Vn + k1/2 kullanilarak) intervaldeki artig1 temsil eder.

K3, yine intervalin ortasindaki egimle (Va + k2/2 kullanilarak) intervaldeki artisi temsil eder.

K4, intervalin sonundaki egimle (V'n + k3 kullanilarak) intervaldeki artis1 temsil eder.

o Asagidaki denklemleri 4. mertebe Runge-Kutta yontemi iki bilinmeyen:

{k1 = h* f(t;,vi,q;)
i1 = h*xg(t,v;q;)

— h -
o =hef(6e3) (o3 ) (o 3)
i2=h*g(

R k, i\
ks =h=xf (ti+—),(vi+7 ;<Qi+§>

) [ h k, i2\]
‘3="*9_(ti+z>'(”i 7)'(Qi+7)_

{k4 =hx*f[(t; +h),w; +k3),(q; +i3)]
iy=hxg[(t;+h),(w; +k3),(q; +i3)]

(ky + 2ky + 2k3 + ky)

6
(iy + 20y + 205 + iy)
6

Vig1 =vp +

qi+1 = qi +

h =Adim boyutu
n =adim sayisini
Ty = Baglangi¢ Zamani
78
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Tr=Son Zamani

ti=¢ozlimiin hesaplandigi anin zaman noktasini temsil eder

Vi = ¢oziimiin hesaplandig1 anin degerini temsil eder, f(z,v),diferansiyel denklemin sag tarafini temsil
eder (t ve v bagimsiz degiskenlerdir)

1. BULGULAR
A. Euler yontemi denklemi

Baslangi¢ degerinin ¢6zliimii i¢in yaklasik degerlerden olusan bir tablo olusturmak i¢in adim boyutu
h=0,1 olan Euler yontemini kullanin Basit elektrik devresi ile ilgili sorun sunlardan olusur: direng 12 Q,
endiiktans 4, Saat Pil, 60 V'luk sabit bir voltaj verir.

R
M\

© .\ 3
Anahtar

o\

Sekil 1. Seri RL devre semasi

di (16)
—+ Rl = E(t
P ®)

Anahtar ¢ = 0 oldugunda kapaliysa, akim 7 (0) = 0 ile baslarsa, anahtar kapatildiktan yarim saniye sonra
devredeki akimi tahmin edin.

Euler'in yontemini kullanmak i¢in sunu unutmayin:

4d] 1
—+ 121 =60 17
dt
Denklem standart forma doniistiiriilmektedir. y "+ p(®)y = g(t ).
dl dl (18)
—=15-3] = —+31 =15
dt dt
Biitiinlestirme faktorii hesaplamasi yapilir. u () =e ([ p (t) d ¥)
Faktorleri biitlinlestirme yontemini kullanarak baslangic degeri sorununa kesin ¢éziim sudur:
(19)
p(t) = e
Elde etmek i¢in orijinal denklemin biitiinlestirici faktorle ¢arpilmasi
3t 20
e>tdl (20)
——+@ne’t =15e
Denklemi p (t) ile ¢arpin ve forma yazin [u@)y] = u(®)g(t).
21)

(e3tl)’ = 15e3¢
Elde etmek i¢in bu denklemi entegre edin p(t)y = [ u(t) » g(&)dt + ¢
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(22)
e3t] =f15e3tdt = e[ =5e34+(C = [=5+4Ce3 =(C=-5
f(t,I) =15 —3I1 Eulerile h = 0.1 hesaplanmasi
Yn+1 = Yn T hf Qo yn) = Lizloshx f(to4dp) (23)

I(t) = 5 — 5e73t Tam say1 olarak heaplanmis
Anahtar kapatildiktan yarim saniye sonra devredeki akim esittir: = 4.16 A Iste verilen noktalardaki

¢Oziimlerin tam degerinin yani sira yaklagimlari veren hizli bir tablo:

Tablo 1. Euler Yontemi ile Seri RL Devresinde Zaman ve Akim Degerleri

Zaman t,, Yaklasik degerleri Tam degerleri

6 =1 I, =1.25 1(1) = 4.7511

t, =2 I, = 2.55 1(2) = 4.9876

t; =3 I; = 3.285 1(3) = 4.9994

ty =4 I, = 3.7995 1(0.4) = 4.99997
ts =5 Is = 415965  I(5) = 4.99999

Akim Degerleri

5 T g - T T T
r

4 .
<3r
=
<2f

The Euler ile gdziilen degeri

= == :Tam deger
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Zaman (s)

Sekil 2. Euler Yontemi ile Seri RL Devresinde Akim ve Zamanin Degisimi
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Simdi, paralel devrelerin ¢oziimii i¢in kullanilan denklem formiiliinii bulmali ve entegrasyon faktorii
yontemini kullanarak denklemin kesin ¢oziimiinii bulmaliyiz, boylece Euler ¢oziimii ile denklemin kesin
¢Ozlimiinii karsilastirabiliriz.

V (t) =60 v, R =20 Q ve C = 16F oldugu verilen devre i¢in i (t) 'yi ¢6ziin yani zamana bagl ¢oziin.
Anahtar kapaliyken devreyi t = 0'da oldugu gibi alin. Paralel devreyi ¢6zmek i¢in h=0,1 adim boyutu alarak

Euler yontemini ile ¢oziiniiz.
/< t=0
N

Ls(ﬁ) R 5;::
‘—

Sekil 3. Paralel RC devre semast

<~ +

Iy =1y + 1, (24)
VR CdVR (25)
Ig = —
STR T @
Yani denklem (25) denklemde tiirvi elde ediyoruz
v 1 [1 4 (26)
dt  Ccl® R
Paralel devrede bunu biliyoruz
VR=VC=V (27)

Denklem standart forma getirilir: y' + p(t)y = g(t) .

W v _Is 28)
dt CR C

Biitiinlestirme faktdrii hesaplamast yapilir: p (t) = e P()dt

W(t) = eRe (29)

Coziimiin tam denklemini bulmak i¢in, burada gosterildigi gibi biitlinlestirici faktér yontemini
kullanmaliy1z (28) ve (29) elde ettigi Denkleme ile ¢apariz ve denklem su sekilde yazilabilir:
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() ) = ()
“lar T\ )erT\ET)T
Denklemi u (2) ile ¢arpin ve forma yazmast: [u(t)y] = u(t)g(t).

e v]' _ f (e7) S ae 31)

Simdi denklem yukaridaki denklemi (31) her iki tarafin1 da entegre ederek ve C1'i sabit olarak kullanarak,
denklem asagida sonug elde edilebilir:

1 t\ RC ; : -t (32)
(eRC>.V = (eRC) .T.Is + C1 oyleki V =IR+(C1 (eRC)
Yukaridaki kosulu kullanarak (32) C1 denklemi elde ederiz
V(0)=0 ise 0=IR+C1 oyleki Cl=—-1IR (33)
-t
V(0) = IR — IR (eﬁ> (34)

C1 degeri, verilen baslangi¢ kosullart kullanilarak (-4*/#) olarak degerlendirilir yukaridaki denklemde
(34), kullanarak tam analitik ¢6ziimdiir elde ediyoruz

V(t) = R <1 _ (eE—E>> (35)

Bu denklem kesin ¢6ziimii bulmak i¢in kullaniyor.

av 1

|4 .
priair [ls - E] = f(to,lp)  Ana fonksiyonu

Bilesenin denklem toplami: (/s = Zz + /¢) Yukaridaki degerlerin kullanilmasi ve Euler'in Yo6ntemini
dikkate alarak denklemlerde asagidaki gibi elde edilmesi

4 60 60

Ic =—+ — I = . I = 6.
RTC s 20+16 = [=34+375 = I[;=6.75

(tI)—l[I V] Oyleki (tl)—1[675 I”]
fo»o—Cs R ylexi f0'0_16 . 20
Euler Yonteminin denklemi kullanarak yaklasik degerleri elde etmesi

Yn+1 = Yn T hf(xn» yn) oyleki Iy =1, + hf(tn' Ln)

Kesin degeri elde edebiliriz

Yiizde hatasinin hesaplamasi

Tam degeri — yaklasik dgeri
HATA(t) = | g y sik dgeri | * 100

Tam dgeri
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Tablo 2. Euler Yontemi ile Paralel RL Devresinde Zaman ve Akim Degerleri

Zaman t, Yaklasik degerleri Tam degerleri Hata pay1
t; =0.1 I; = 0.0421875 V(0.1) = 0.04218090889 0.0156
t, =0.2 I, = 0.08436181641 | V(0.2) = 0.0843486383 0.0305

t;=0.3 I; = 0.12652295334  V(0.3) = 0.12650319236 0.0453
t, =0.4 I, =0.16867091492  V(0.4) = 0.16864457518 0.0602

ts = 0.5 Is = 0.21080570526  V(0.5) = 0.21077279088 0.0750

o
N
T
1

e
N
(9]
T
1

Yklasik deger(A) /Tam dgerleri(V)
o
1

0.05 Yaklasik deger(l) b
== == Tam deger(V)
0 1 1 1 1 1 1 | 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Zaman (s)
008 T T T T T T T T T
-
- - -
© 0.06 _ - - b
[ -
I - -
e 0.04 - _ - - B
=§ - - -
> 0.02F _ - .
-
-
0 - 1 1 1 1 1 Il 1 Il 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Zaman (s)

Sekil 4. Euler Yontemi ile Paralel RL Devresinde, Akim ve Zamanin Degisimi

B. Runge-Kutta yontemi

Sifir (0) 1le 0,001 arasinda olmak i¢in zaman ayirmak R =210Q2 , L = 10mH, C=1 uf ve Vin= 10V
ve yerine denklemlerde verilen degerler yazinin

+ Ve -

+ Ve -
AN 1 ”
R C

Sekil 5. Seri RCL devre semasi

83



International Journal of Advanced Natural Sciences and Engineering Researches

av.(t
1(t) = C. gi )
KVL (Kirchhoff'un Gerilimler Yasasi) denklemi su sekilde yazilir:

L% + RI(t) + V(t) = Vi

KVL denklemine I(t) akimi yerlestirilmistir.

0%V (t) V(1)
0 +RC. 35

LC + Vc(t) = Vin

Ikinci dereceden RLC devresinin gerilim denklemi asagida verilmistir:

ol av,
02V (t) av,(t) B
Ly YRSy Ve(®) = Vin
OI(t) _ Vin = RICE) = V,(®)

ot L

It)= ¢q Ve(®) =v
) Vw—Rxq—v
at - L - g(t' v, Q)

q V@)

E_ (')(t) —f(t'V'Q)
{I(t) = q;
Ve(®) = v

{k1 = h* f(t;, v, q;)
ii =h=*g(t,viq;)

~ SN——" —
/N
S
+

NSNS NSNS

{k4:h*f[(ti‘l'h):(vi+k3)'(Qi+i3)
iy =hxg[t;+h),w; +k3),(q; +i3)
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(ki + 2k, + 2k + ky)

6
(iy + 20, + 2i5 + iy)

6

Vig1 = Vi t+

qi+1 = qi +

Tablo 3. Runge Kutta Yontemi ile Seri RL Devresinde Zaman, Gerilim ve Akim Degerleri

Zaman (t) RK4 (Voltaj) RK4 (Akim)

0.0000 0.000000 0.000000
0.0001 2.920833 0.030746
0.0002 5.933846 0.023680
0.0003 7.849549 0.013976
0.0004 8.907360 0.007482
0.0005 9.456536 0.003825
0.0007 9.869598 0.000940
0.0008 9.936591 0.000459
0.0009 9.969238 0.000224
0.0010 9.985097 0.000108
10
S 5
>
O 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s) %1072
0.03F
0.02}
<
0.01}
0 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t(s) %1073

Sekil 6. Runge Kutta Yontemi ile Seri RL Devresinde Gerilim, Akim ve Zamanin Degisimi
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RK4 kullanarak 0 <t <lIs i¢in Verilen R =2kQ C=50uFve V.S =12V ve L=10H Baslangi¢ kosulu
v (0)=0V ve i(0)=0A

t=0 _>< mL
v >

! +

Vs@ C_—V R

Sekil 7. Paralel RCL devre semasi

(dv 1 1
!E:_Ev-i_fl =f(t,v,q)
di 1 Vs
LE=—ZU+TL =g(t,v,q)
{I(t)= qi
Ve(®) = v;

{k1 = h* f(t;,vi,q;)
ii =h=*g(t,vi,q;)

( [ h kq i
<"2:h*f_(ti+z) (n+3) (a+3)]
. [ h kq I
(o=teg|(atz) (w4 3) (a4 3)
( [ h k, [
=t f|(643) (4 5) (a4 3)

< .
. [ h k; 5
(o =heg|(a+g) (nr 3 ) (a+3)

{k4=h*f[(ti+h);(vi+k3);(CIi+i3)]
iy =h*xg[(ti+h),(w; +k3),(q +i3)]

(ki + 2k, + 2k3 + ky)

Vigr =0+ 6
(i, + 2i, + 2i5 + iy)
qi+1 =qi t 6

86



International Journal of Advanced Natural Sciences and Engineering Researches

N
]
T
I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
0.03 ; ; : ;

0.02

< 0.01

_0-01 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t(s)

Sekil 8. Runge Kutta Yontemi ile Paralel RCL Devresinde Gerilim, Akim ve Zamanin Degisimi

Iv.SONUCLAR

Elektrik devresinin gecgici durum analizi, analitik yontem, Euler yontemi ve RK4 uygun bir sekilde
kullanilarak analiz edilmistir. Simiilasyon sonuglarindan, sayisal ¢ézlimlerin agir1 soniimlii kosullarda,
sOnlimsiiz ve kritik sontimlii kosullara gére daha uygun oldugu sonucuna varilmistir. RK4 yonteminin ikinci
dereceden diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde ¢cok verimli oldugu gézlemlenmistir. Bir sistemin gegici
durum analizini gergeklestirerek, kosullart bir kararli durum degerinden digerine degistirerek sistemin
yanitin1 bulabilecegimiz sonucuna varabilirler. Gozlemler, az soniimlii bozulmanin salinimli ve {istel
oldugunu acikca gostermektedir.
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